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Vorrede. 



Fast in allen, selbst den besten Lehrbfichern Aber höhere Mathematik 
ist das Gebiet der Integration partieller DifFerentialgleichnngen stiefmütterlich 
behandelt. Ein Werk, das blos über die Integration partieller Differential- 
gleichungen handelt, gibt es nicht. Wohl erschien vor mehreren Jahren (1869) 
ein Werk, das von E. Hattendorff herausgegeben wurde, und das den 
Titel führt : jiPartielle Differentialgleichungen und deren Anwendung auf physi- 
kalische Fragen. Vorlesungen von Bernhard B i e m a n n.« Wie Alles , was 
Biemann leistete, bedeutend und mustergiltig ist, so ist es auch diese 
Arbeit Sie hat nur einen Fehler, und das ist ihr Titel. Man kann dieses Werk 
nicht ein Werk über »Partielle Differentialgleichungena nennen, es ist viel- 
mehr ein Werk, das sich eingehend mit bestimmten Integralen, mit unend- 
lichen Beihen, ferner mit zahlreichen Problemen der mathematischen Physik 
und analytischen Mechanik befasst, die schliesslich stets zu partiellen Diffe- 
rentialgleichungen führen, und die daselbst auch integrirt werden. 

Wenn daher Jemand diesen Theil der Mathematik, nämlich die Inte- 
gration partieller Differentialgleichuugen studiren will, so ist er genöthigt, die 
Quellenwerke aufzusuchen, und das ist ziemlich mühsam. 

Ich habe mir vorgenommen ein Werk zu schreiben über die Integra- 
tion partieller Differentialgleichungen. Ich ging an die Arbeit. Aber nach- 
dem ich mich lange mit diesem Theile der Mathematik beschäftigte, kam 
ich zur Einsicht, dass ein solches Werk, soll es vollständig sein, doch zu 
grosse Dimensionen annehmen würde, und dass es ein Wagniss sei, ein so 



grosses Werk, das schliesslich doch nur auf eine geringe Anzahl von Lesern 
angewiesen ist, zu publiciren. 

Ich arbeitete daher das zum grossen Theil bereits geschriebene Werk 
um, und publioire hier nur den Anfang desselben. 

Sollte dieser Beifall finden, so gehe ich dann gerne an die Herausgabe 
der Fortsetzung desselben. 

Bevor ich diese Vorrede schliesse, will ich nur erwähnen, dass ich mich 
veranlasst sehe, im Anhange dieses Werkes einen abermaligen Angriff des 
Prof. Anton Winckler auf meine in den Jahren 1860 und 1861 publicirten 
»Studien über Integration linearer Differentialgleichungen«^ zurückzuweisen. 



Prof. Simon Spitzer. 



Einleitung. 



Wir stellen uns in diesem Werke die Aufgabe die Int^ration partieller 
Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen zwei unabhängig Variablen 
X und y und Einer von diesen abhängigen Variablen z zu lehren. Ist nämlich 
z eine Function von x und y, so kann man z partiell nach x und partiell 
nach y differenziren. Ist sodann eine Gleichung gegeben, in welche x, y^ z^ 

ferner ^, ^ vorkömmt, z. B. 

(dz dz\ ^ 
^' y^ ^' di^d-y) = ^ 

so nennt man eine solche Gleichung eine partielle Differentialgleichung der 
ersten Ordnung, wird das z mehr als einmal nach x und nach y differenzirt 

und hat man eine Gleichung gegeben, in welcher a^? »» «> j^i j^» 5^1 J^» 
j-, vorkömmt, so nennt man eine solche Gleichung, welche somit die Gestalt 

/ dl dl d'z d^z d^\_n 

hat, eine partielle Differentialgleichung der zweiten Ordnung u. s. w. 

Die Aufgabe, deren Lösung in diesem Werke versucht wird, ist nun die, 
für z eine solche Function von x und y zu finden, welche einer partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung identisch Genflge leistet. 

Die Auflösung des Problems ^partielle Differentialgleichungen der ersten 
Ordnung zu integrirena ist den Mathematikern vollständig geglückt. Euler 
und Lagrange, sowie Pfaff und Jacobi haben sich um diesen Theil der 
Wissenschaft unvergängliche Verdienste erworben. 

Man ist mit den partiellen Differentialgleichungen der zweiten oder gar 
der höheren Ordnung leider noch nicht so weit gekommen, dass man sagen 
könnte, ihre Auflösung sei in allen Fällen geglückt Wohl sind die Verdienste, 
die sich Euler, d'Alembert, Lagrange, Monge, Legendre, Laplace, 
Poisson, Lobatto und andere um diesen Zweig der Analyse erworben, 

Spitier, Int«gratioii partieller Differentialgleichangen. 1 



nicht gering, doch ist man gegenwärtig noch sehr weit entfernt von der voll- 
ständigen Lösung dieses Problems. 



Bevor wir auf den Gegenstand, dem dieses Werk gewidmet ist, näher ein- 
gehen, sind wir genöthigt, vorauszusetzen, dass sich alle Gleichungen der Form 

Pdar + Qdy = 0, 

woselbst P und Q beliebige Functionen von x und y sind, integriren lassen, 
wenn es uns auch sehr schwer^ ja in vielen Fällen sogar unmöglich wird, die 
sich bei diesem Integrationsgeschäfle darbietenden Schwierigkeiten zu über- 
winden. Es isjt dies so der Gang der Wissenschaft. Derjenige, der es unter- 
nimmt, die Integraticvi partieller Differentialgleichungen zu lehren, muss sich 
erlauben, die Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen von jeder Ord- 
nung als möglich und als bekannt vorauszusetzen, so wie derjenige, der es 
mit der Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen zu thun hat, zu- 
frieden sein muss, wenn er sein Problem auf die Integration von Ausdrücken 
der Form 



zurückgeführt hat. 



I tp (x) dx 






Erster Abschnitt. 



Betrachtangen ttber Differentialgleichungen der Form 

Pdx+ Qdy ^ Rdz = (1) 

§. 1. 

Bevor wir zur Integration partieller Differentialgleichungen schreiten, be- 
trachten wir Differentialgleichungen der Form (1), welche man totale Diffe- 
rentialgleichungen nennt 

P, Q, R 

bedeuten bestimmte Functionen von x^ y, z. 

Es entsteht vor Allem die Frage: Was heisst das, die Gleichung (1) sei 
zu integriren? 

Man kann diese Frage in doppeltem Sinne beantworten. 

Die Gleichung (1) integriren heisst: 

Erstens, eine solche Function z von x und y — wenn möglich — zu 
finden, welche in die Gleichung (1) substituirt, derselben identisch Genüge 
leistet. (In diesem Sinne fasste Euler die Integration der Gleichung (1) auf.) 

Zweitens, für y und z solche Functionen von x zu finden, welche in die 
Gleichung (1) substituirt, derselben identisch Genüge leisten. (Diese Auffassung 
rührt von Monge her, siehe Lacroix's Trait^ du calcul diffärentiel et du 
caicul integral, 2. Band, Seite 690.) 

Im ersten Falle stellt 

z = F(x, y) 

welches der Gleichung (1) genügt, geometrisch construirt eine Fläche vor, im 
zweiten Falle, in welchem 

y = q>(x) 

in die Gleichung (1) substituirt, dieselbe identisch erfüllt, erhält man, diese 

Gleichungen geometrisch construirend, eine Linie. 

1* 



Dass im zweiten Falle unendlich viele Auflösungen möglich sind, ist 
klar. Man kann nämlich die Gleichung 

ganz willkürlich annehmen, und sodann diesen Werth von y in (1) substituireu. 
Auf diese Weise gelangt man zu einer Gleichung, in welcher blos zwei Variable 
X und z erscheinen, welche sich daher vorausgesetztermassen integriren lässt, 
und demnach das z ebenfalls als Function von x liefert. 

Die Aufgabe, die wir zunächst zu lösen uns vornehmen, besteht daher 
darin, die Gleichung (1) in dem Sinne zu integriren, dass man f&r z — wenn 
möglich — eine solche Function von x und y suche, welche derselben Genüge 
leistet, weil die Aufgabe, in dem zweiten Sinne aufge&sst, ja gar keine 
Schwierigkeiten darbietet. 

Wir folgen hiebei vornehmlich dem Vorgänge Euler's, der diese Auf- 
gabe zuerst löste. (Siehe Euler's vollständige Anleitung zur Integralrechnung. 
Aus dem Lateinischen ins Deutsche übersetzt von Salomon. 3. Band, Seite 3.) 

§.2. 

Ist die vorgelegte Gleichung 

Pda? + Qdy + 22^2 — (1) 

ein vollständiges Differential, d. h. ist sie entstanden durch Differenzirung 
einer Gleichung der Form 

woselbst C eine willkürliche Gonstante bedeutet, so haben 

P, Q, Ä 

offenbar nachstehende Bedeutung: 

dx ' ^ dy ' de 

und es folgen aus diesen Gleichungen durch Differentiation: 

dP _ d^q> (g, y, e) dP _ d> (g, y, z) 

dy dxdy ^ dz dxdz 

dQ _ d^tp {X, y, z) dQ __ d> (x, y, z) 

dx dxdy ' dz dydz 

dB d^tp (Xf y, z) dB d^tp (g, y, z) 

dx dxdz ^ dy dydz 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich, wie man sieht, nachstehende 
Gleichungen : 

dQ_dB 
dz dy 

4-1 = 17 (2) 

ax dz ^ ' 

dP_dQ 

dy dx 

und hieraus ergibt sich folgender merkwürdige Lehrsatz: 



(2) 



Wenn der Ausdruck 

l^Ax + ClAy + Riz 
ein vollständiges Differential ist, so müssen zwischen P, Q und R nachstehende 
drei Bedingungsgleichungen stattfinden: 

dq_dR^ ^_^. ^_Aq 

dz dy ' dx d« ' dy dx 

So ist z. B. der erste Theil der Gleichung 

(» + -^) da; — ^ dy + ^dz = 
ein vollständiges Differential, denn da 

^ y 
^ y' 



ist, so folgt: 



R=x 
dP 1 dP 



= 1 



dy y^ ' dz 

daj y' ' dz 

dR I dR p. 

dx dy 

es finden daher in der That in diesem Falle die drei Gleichungen (2) statt. 
Es ist leicht einzusehen, dass die Gleichung 

(2 + ~j dar — ^ dy 4- xdz = 
sich so schreiben lässt: 

d(j+Xz)=:0 

und daher für jenen Werth von z befriedigt wird, der sich aus der Gleichung 

j + xz=C 
ergibt, in welcher C eine willkflrliche Constante bezeichnet. 

§. 3. 
Wird die eben in Betracht gezogene Gleichung 

(2 + y) dx — ^ dy + xdz = 

deren erster Theil, wie wir wissen, ein vollständiges Differential ist, von 
Brüchen befreit, so erhält man: 

(y^z -f- y) dx — xdt/ + xy^ dz = 

und nun tritt der merkwürdige Fall ein, dass der erste Theil dieser Gleichung 
kein vollständiges Differential mehr ist, denn man hat in diesem Falle: 

P=y^z + y 
Q = — x 
R = xy^ 
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femer hat man: 






dy 2y^ + l 




dx 




dB « 

dx=y 



dP , 

di = y 

dz 

dB o 
= 2xy 



dy 

und nun finden die drei Gleichungen (2) nicht mehr statt. 

Man sieht hieraus, dass eine totale Differentialgleichung, deren erster Theil 
ein vollständiges Differential ist, sehr leicht diese Eigenschaft — ein y ollstän- 
diges Differential zu sein — verliert, und dass schon das blosse Multipliciren 
einer solchen Gleichung mit einem variablen Factor hinreicht, um eine Gleichung, 
deren erster Theil ein vollständiges Differential ist; in eine andere umzuwan- 
deln, bei welcher dies nicht der Fall ist. 



Integration der totalen Differentialgleichung 

Pda + Qdy + Rdz = 

nnter der Voraussetzung, dass zwischen P, Q, Jß nachstehende 

drei Gleichungen stattfinden: 

dQ_dBdB_dPdP_dQ .^. 

dz ~^ dy ' dx dz ' dy dx ^ ^ 

§. 4- 
Ist 

Pdaj+ Qdy + Rdz 

ein vollständiges Differential, etwa das Differential von g> (x, y, z) so hat man : 

dg) (aj, y, z) = Pdx -\- Qdy -\- Rdz 

man erhält aber durch wirkliches Differenziren von 9 (or, y, z) folgenden Werth : 

dg> (JB, y, z) = jz «« H TT, ^V H HT ^^ 



Folglich hat man 



dx ^ dy ^ *^ dz 

dtp (a, y, z) _ p 
dx ""^ 

"^ %'' '^ =Q (3) 

^y (g> y, g) _2j 

Nehmen wir vorerst die erste dieser drei Gleichungen^ d. i. die Gleichung 

d(p(x, y, e) _ p 
dx 

vor, so folgt aus selber durch Multiplication mit dx und hierauf vorgenom- 
mener Integration 

q>{x,y,z) = ^Pdx,-^A (4) 



and hiebe! ist zu beachten: 

Erstens, dass bei der Berechnung von 



j 



Pdx 



X allein als variabel anzusehen ist, somit die etwa in P vorkommenden y und 
z wie Gonstante zu behandeln sind. 

Zweitens, dass die Integrationsconstante A blos bezüglich x constant 
ist, bezüglich y und z aber willkürlich beschaffen sein kann. 

Demnach gestattet die Gleichung (4) folgende Schreibweise: 

9 («» y» «) = J^^^ + ^ (y» «) (5) 

und führt, partiell nach x differenzirt, wieder zur Gleichung 

dq>{Xy y, z) _ p 
dx 

zurück, aus welcher sie durch Integiation hervorging. 

Jetzt handelt es sich zunächst um die Bestimmung von t (i/f z). Zu 
dem Zwecke differenzire man die Gleichung (5) partiell nach y^ man erhält 
hiedurch 

dq> (a?, y, z) __ föTP ^^ , dip (y, z) 
dy Jdy "*' dy 

Nun ist aber vermöge der zweiten Gleichung des Gleichungssystems (3) 

dfp {X, y, e) ___ Q 

folglich hat man 

und hieraus folgt zunächst 

Wird diese Gleichung mit dy multiplicirt und sodann beiderseits inte- 
grirt, so erhält man 

t(y.z)= J[Q - Jif dx] dy + B (6) 

hier ist nun wieder zu beachten: 

Erstens, dass weil ij; (y, z) kein x in sich enthält, auch der zweite 
Theil dieser Gleichung gehörig reducirt, kein x in sich enthalten kann, weil 
sonst die eben aufgestellte Gleichung etwas widersprechendes aussagen würde, 
nämlich, dass eine Function von y und z identisch gleich sei einer Function, 
in welcher ausser y und z noch die Variable x erscheint; 

Zweitens, dass, wenn man den Ausdruck 



e-j: 



dx 



dy 

mit dy multiplicirt, und sodann integrirt, hiebei y allein als variabel anzu- 
sehen, somit z wie eine Gonstante zu behandeln ist; endlich 
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Drittens, dass B ein Ausdruck ist, in welchem weder x noch y, wohl 
aber z, und zwar in beliebiger Form vorkommen kann. • 

Die Gleichung (6) gestattet demnach folgende Schreibweise: 

hiedurch geht dann die Gleichung (5) über in 

ip (x, y, z) =jPdx -H J[q -j^ dx] dy + x (2) (7) 

und nun handelt es sich nur noch um die Bestimmung von % (z). 

Zu dem Zwecke differenziren wir die eben aufgestellte Gleichung (7) nach 
z, man erhält alsdann: 

i^5,l-> = Jg.. +J[g -JIJL ..]., + i|ffi 

Beachtet man nun, dass vermöge der dritten Gleichung des Gleichungs- 
systemes (3) 

de 
ist; so erhält man: 

und hieraus folgt: 

woraus sich % (z) ergibt. Es ist nämlich: 

woselbst C eine willkürliche Constante reprSsentirt. 

Man erhält also, wenn man diesen Werth von % (z) in die Gleichung (7) 
einführt, nachstehenden Werth von «p (x, y, z) 

<p (a, y, z) = jPdx + (8) 

+ j{B-j^^dx-j[^-j^d.]dy\dz+C 

§. 5. 

Wir wollen nun ein Beispiel durchführen und Schritt für Schritt den 
Weg gehen, den wir im vorhergehenden Paragraph eingeschlagen haben. 
Sei gegeben die totale Differentialgleichung: 

(2xy + 5yz+l)dx+ (x« + Saz + lOyz^ dy + (5xy + 10y«z) dz = 
so haben P, Q, R nachstehende Werthe: 



ferner hat man 
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P=2xy + 3ya+ 1 
Q = x' + Sxz-\-10yz' 

B = 3x}f + 10y*B 

^ = 2x + 3., ^ = 3« + 20yz 

g = 3y, ^ = 3a + 20»» 

Aus diesen Oleichungen sieht man, dass für das vorgelegte Beispiel die 
drei Gleichungen (2) erfüllt sind. 
Es ist somit 

^^ y ^^ = a:» + dxz + lOyz« (9) 

Ans der ersten dieser drei Gleichungen folgt: 

9 (a?i yi «) = J (2»y + 3 yz + 1) da? 

und wird die Integration nach x durchgeführt, so erhält man: 

q> {x, y, z) = aj«y + 3 xyz -^ x + t iy^ z) 
eine Gleichung, welche der Gleichung (5) im vorhergehenden Paragraph 
entspricht. 

Wird nun die so eben erhaltene Gleichung beiderseits nach y differenzirt, 
so erhält man: 



ä^(x y,z) ^^«^3^,^ 



d'^ (y, 9) 



dy • ' dy 

und setzt man in diese statt dem ersten Theile der Gleichung seinen in (9) 

aufgestellten Werth 

a:«+3a;2+ lOyz" 
so erhält man 

a?» + Zxz + lOyg« = a?« + 3a;z + ^^J^^ "^ 

oder reducirt 

hieraus ergibt sich 

*(yt 2) = 10jy««dy 

und wenn man auf der rechten Seite der Gleichung die Integration durchfuhrt : 

*(y, 2)=5yV + xW 
und dies ist die Gleichung, welche der Gleichung (6) im vorhergehenden 
Paragraph entspricht. Denmach ist nun 

9 i^f tff «) = «•» + 3ajy2 + x -\- 5y««* -f % («) 
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Differenzirt man nun zur Bestimmung von % (z) diese Gleichung beider- 
seits nach z, so erhält man 

oder wenn man für den ersten Theil der Gleichung seinen in (9) stehenden 
Werth setzt: 



hieraus folgt 



3xy + lOy^z = Sxy]- 10 y^z + -^ 



de ~^ 



folglich ist X (z) constant, und sonach ist 

9 («; yj «) = a:*y + 3 xyz -^a + 5y^z^ + C 

Differenzirt man diese Gleichung, so erhält man in der That 

d(x^y + Sxyz + x + öy^z^ + 0) = 

(2a:j/ + 3y2;+ \) dx + (aj« + 3ajz+ lOyt^dy-^- (Sxy + lOy^z) dz 

Wollte man die Gleichung 

(2ary + 3yz + l)da; + («'+3x25 + 10yz^dy+ (Sxy + I0y^z)dz = 

mittelst der Formel (8) integriren, so hätte man in (8) zu setzen 

P=2xy + Byz + 1 
Q = x^ + 3xz+ 10 yz^ 
R = Sxy + 10y«z 



ferner 



dP a 

d7 = 3y 



dz 
d^P 
dydz 



= 3 



es ist dann 

9 («» »1 ») =J (2ar» 4- 3yz + 1) dx + 

+ J [«' + Sxz 4- lOy«« — f (2« + 3») da] dy + 

4- r{3ajy + lOy«» — r3yda; — f[3aj -|- 20y « — fsda?] dy}dz+C 

hieraus folgt zunächst 

9(®i y> ^) = «''y + 3x yz + 05 + 

+ [[5?« + Sajz + lOy z' - X« — 3«z] dy + 

+j{Sxy + lOy'z — 3i:y —/[3a* + 20yz — 3x] dy) dz -i- C 
hieraus folgt weiter 
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+ f{10y«;& - f20y2 dy} d« + C 
hieraus folgt nun 

9 («, y, z) = x^y + 3 ary» + « + 6 y»2« +J{10y«« - 10»«« } d« +. (7 
und schliesslich ist 

was wir auch früher fanden. 

Weitere Betrachtangen über die totalen Differentialgleichungen 

Pdx^- Qdy + Rdz = (1) 

8. 6. 

Wenn der Ausdruck (1) kein vollständiges Differential ist, so ist der 
Gedanke, der sich zunächst darbietet, der, ob es vielleicht möglich ist, diesen 
Ausdruck durch Multiplication mit einer Function von a^ y, 2 in ein voll- 
stilndiges Differential zu verwandeln. 

Sei M eine solche , einstweilen unbekannte Function von x, y^ z und 
versuchen wir nun, ob es nicht möglich ist, M so zu bestimmen, dass der 
Ausdruck 

MPdx -{- MQdy'\' MRdz 

ein vollständiges Differential werde. 

Soll nun der eben genannte Ausdruck durch Differenziren einer Function 
von X, y^ z entstanden sein, so müssen vermöge des in §. 2 aufgestellten 
Lehrsatzes folgende drei Gleichungen stattfinden. 

d{MQ) _ djMB) 

dz dy 

djMB) _ djMP) ..^. 

dx ~ dz ^^^> 

d{MP) _ djMQ) 

dy dx 

Werden diese drei Gleichungen entwickelt, so erhält man: 

dy ' dy dx ^ ^'dx 

und diese Gleichungen führen, wenn man die erste denselben mit P, die zweite 
mit Q, die dritte mit B multiplicirt, zu folgenden Gleichungen 
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MP'^ + PQ^^ifP'^ + PB^ 

ay ' dy ■ dx * ^ dx 

Addirt man diese drei Oleichangen, und lässt man beiderseits die gleichen, 
somit sich aufhebenden Ausdrücke weg, so erhält man die Gleichung 

welche geordnet, folgende Gestalt annimmt: 

Aus dieser Gleichung, welche eine blosse Folge der drei Gleichungen (10) 
ist; lässt sich M nicht finden. Dividirt man dieselbe durch M — und dies 
ist gestattet, weil M nicht gleich Null ist — so erhält man: 

^ß-?-if)+«6l-S)+«(g-§l)=o <") 

und diese Gleichung — in welcher blos P, Q, JB erscheinen — kann statt- 
finden oder nicht. Findet sie identisch statt, so gibt es einen x^ y, z erhal- 
tenden Factor, welcher mit 

Pdx + Qdy + Rdz 

multiplicirt, dieses Product integrabel macht; findet die Gleichung (11) nicht 
identisch statt, so gibt es keinen ir, y, z enthaltenden Factor, welcher mit 

Pdx + Qdy + Rdz 
multiplicirt, einen integrablen Ausdruck liefert. 

Im vorhergehenden Paragraph haben wir uns die Aufgabe gestellt, wenn 
möglich, einen x^ y^ z enthaltenden Factor M — welchen man den inte- 
grirenden Factor nennt — zu suchen, welcher mit 

Pdx + Qdy + Rdz 

multiplicirt, ein vollständiges Differential gibt. 

Wir haben diese Aufgabe nicht gelöst, wir haben nämlich ein solches 
M nicht gefunden. Unsere Analyse war aber deshalb keine nutzlose, denn wir 
sind durch selbe zu einem höchst merkwürdigen Satze geleitet worden, welcher 
folgendermassen lautet: 

Soll der Ausdruck 

Pdx + Qdy + Rdz 

welcher kein vollständiges Differential ist, durch Multiplication mit einem 
sc, y, z enthaltenden Factor M zu einem vollständigen Differential gemacht 



1 
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werden kOnnen, so muss zwischen den drei Grössen P, Q, R folgende Gleioliung 

Einige Beispiele mögen zur Erläuterung dienen: 
1. Lässt sich der Ausdruck 

zdx + xdy + yd^ 
durch Multiplioation mit einem x, y^ z enthaltenden Factor M integrabel 
machen ? 

In diesem Beispiele ist 

P=z, Q = aj, R = y 
folglich hat man: 





dB . 


d« dy 


dx ' 




dlB dP _ j 
da; dß 


dy — ^' 


dx ^ ^' 


dP dQ _ j 

dy dx 



und es ist der Ausdruck 

p(dQ dB\ , ß/dU dP\ j.idP dQ\ 

f&r die, in diesem speciellen Beispiele gegebenen Werthe von P, Q, JS nicht 
gleich Null, sondern gleich 

— X — y — z 

es lässt sich demnach kein Factor M finden^ welcher mit 

zdx H- xdy -|- ydz 

multiplicirt , auf ein vollständiges Differential fuhrt. 
2. Läset sich der Ausdruck 

(y + ») daj + 2 (a? + z) dy + (2 a? 4- y + 3«) dz 

durch Multiplioation mit einem x, y, z enthaltenden Factor integrabel machen P 
Für diesen Fall ist: 

P=y + z, Q = 2a? + 22, R=2x + y-\-^z 
folglich hat man: 

dz ^ dy ' dir dy 

dB__2 — = 1 ^_^=1 

d« ^ dz ' drc d;e 

^-1 ^-9 i?_^ — _1 

dy ~ * ' da; ~ ^ ' dy da; ~ * 

lind der Ansdruck 

^ idJ - 57; + '' Id^ ~ dl j + ^ id7 - dFJ 
welcher in diesem speciellen Falle gleich 

(y + 2) 4- (2« + 2z) - (2ar + y + 3z) 
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iati wird hiefür Null. Es existirt demnach ein Factor M^ welcher mit 

(y 4- z) dx + 2 (a; + 2) dy + (2 ic + y + 3 «) d« 
mnltiplicirt, auf ein vollständiges Differentiale führt. 

Integration der totalen Differentialgleieliang 

Pdx + Qdy + Rdz = (1) 

unter der Voranssetzong, dass zwischen den drei Grössen JP9 

Q, ü die Gleicliang 

'(^-g)+«6l-2-f)+«(f-g)=o <") 

stattfindet« 

§. 8. 

Die Gleichungen der Form (1) lassen sich , wie wir gleich sehen werden, 
falls zwischen den drei Grössen P^ Q, R die Gleichong (11) stattfindet, stets 
in dem Sinne integriren, dass es möglich ist, für z eine solche Function von 
X und y aufzufinden, welche in (1) substituirt, derselben Genüge leistet. 

Wir nennen deshalb Gleichungen der Form (1), zwischen deren Coef- 
ficienten P, Q, R die Gleichung (11) stattfindet, integrable Differential- 
gleichungen. 

um solche Gleichungen zu integriren, verfährt man folgendermassen : 
Man abstrahirt vorerst von einer Veränderlichen, etwa von z, indem man sich 
einstweilen z constant, also de = denkt, unter dieser Voraussetzung geht 
die Gleichung (1) über in 

Pdx 4- Qdy = 

und diese Iftsst sich, weil in selber nun bloe die Variablen x und j^ vor- 
kommen, Vorausgesetztermassen integriren. Das Integrale dieser Gleichung 
wird offenbar eine willkürliche Constante C enthalten, wird also von der Form 

f{x, y, 2, (7) = 

sein. Nehmen wir an, dass dieselbe nach y aufgelöst werde, und 

y = q> {X, Z, C) 

liefere. Sodann kehren wir zur vorgelegten Gleichung 

Pdm + Qdy + Rdz = (1) 

welche die drei Variablen a;, y, z enthält, zurück, und führen in selbe für y 
eine neue Variable C ein, mittelst der Substitution 

y = 9 («, 25, C) 
und erhalten, da 

, ^ d^{x,z.O ^^ ^ d^ix Z.O d^{x,z,C) 
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ist, statt der Qleicbang (1) folgende andere Gleichung: 

in welcher statt q>(xj z, C) der Kürze halber tp gesetzt ist, und in weichet 

diejenigen Functionen von x^ z^ C bedeuten, welche entstehen, wenn man in 
P, Q, R statt y die Substitution y = 9 (», 25, C) vollführt. 

Die Gleichung (1) ist eine solche, welche integrabel ist — denn es findet 
ja, der Voraussetzung gemäss, zwischen den Coefficienten P, Q, Jß derselben 
die Gleichung (11) statt — ; wird daher in dieselbe für y eine neue Variable 
eingeführt, so wird hiedurch offenbar der Charakter der Integrabilität der 
Gleichung nicht geändert, folglich ist auch die Gleichung (12) eine integrable, 
und diese erscheint, nach den Differentialen dx, dz, dC geordnet, in folgender 
Gestalt : 

h + Q.S]'^« + [«.lT + ^]'^* + Ö.^'^^ = (13) 

Die Gleichung (1) wird identisch, wenn man in dieselbe für y die Sub- 
stitution 

y = q>{x, z, C) 

macht und hiebei 2 und C als Constante ansieht — denn eben unter dieser 
Voraussetzung wurde ja das y gefunden — ; demnach muss unter denselben 
Voraussetzungen auch die Gleichung (13) identisch werden. 

Unter diesen Voraussetzungen, nämlich, dass z und C constant sind, wird 

dz = 0, dC = 

folglich wird die Gleichung (13) übergehen in die Gleichung 

und diese muss identisch stattfinden. Aus ihr folgt durch Division mit dx 
die Gleichung 

Berücksichtigt man dieselbe, so vereinfacht sich die Gleichung (13) und 
geht über in 

{Q^^^ + Ri)dz+Q,^dC=0 (14) 

§.9. 

. Das im vorhergehenden Paragraphe Vorgetragene lässt sich mit wenig 
Worten folgendermassen wiedergeben: 

7) Wenn man in die Differentialgleichung 

Pdx + Qdy -f Rdz = (1) 

für y eine neue Variable C einführt, mittelst der Substitution 

y = fp{x, 2, C) 
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so geht hiedarch die Gleichung (1) in folgende einfachere Gleichung: 

(Qt^ + R,)dz+Q,^dC=0 (14) 

über.« 

Die Oleichung (1) setzten wir als integrabel voraus; die Gleichung (14) 
behaupteten wir, ist ebenfalls eine integrable^ weil es nicht denkbar ist, dass 
eine Oleichung, welche integrabel ist, diesen Charakter durch EinfQhrung einer 
neuen Variablen ändern sollte. Es muss demnach auch die Gleichung (14) 
eine integrable sein. Die Gleichung (14) ist aber eine Gleichung^ in welcher 
drei Variable, nämlich a;, z und C vorkonmien. Da aber in derselben Gleichung 
nicht auch dx^ dz und dC, sondern blos dz und dC erscheinen, so kann 
die Gleichung (14) nur dann eine integrable sein, wenn x entweder gar nicht 
in derselben vorkömmt, oder aber, wenn die beiden Glieder der Gleichung (14) 
nämlich 

q/^ + B, und <2.§% 

einen gemeinschaftlichen x enthaltenden Factor haben, von welchem man die 
Gleichung (14) durch Dividiren mit demselben befreien kann. Ist dies der 
Fall, und dividirt man die Gleichung (14) durch den, beiden Gliedern der 
Gleichung gemeinschaftlichen x enthaltenden Factor, so kOmmt man zu einer 
Gleichung, die blos z und C enthält, und die sich demnach integriren lässt. 
Ist das Integrale derselben 

woselbst C^ eine willkürliche Constante bedeutet, so ist dies zugleich das In- 
tegrale der .vorgelegten Gleichung, wenn qian nur in derselben statt C die- 
jenige Function von o;, y, z substituirt, welche sich aus der Gleichung 

y = ^(x, z, C) 
hiefQr ergibt. 

§. 10. 

Einige Beispiele werden das eben Gesagte hinlänglich erläutern. 
Welches ist das Integrale der Gleichung: 

(y 4- 2) daj + 2 (a? -f «) dy + (2.7- -f y + 3«) d« = 

Um dasselbe zu finden, denken wir uns zuerst z constant, somit d2 = 0; 
sodann erhalten wir die Gleichung 

{y^z)dx + 2{x + z)dy = 

in welcher blos x und y als Variable angesehen werden, und welche sich 
daher nach den bekannten Methoden integriren lässt. Es folgt nämlich aus 
derselben 

dx ■ dy _^ 

durch Integration erhält man 

\log{X'\'z)'\-hg{y + z) = logC 
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und wenn man ans dieser Gleichung die Logarithmen wegschafft 

(aj + z) (y + zY = C^ 
unter C eine willkürliche Constante verstanden. Aus ihr ergibt sich 

. C 

Die Aufgabe, welche wir uns gestellt, war die, die Gleichung 

(y + z) dx -]- 2 {x + z) dy -\- {2 X + y + 3z)dz = 

zu integriren. Zu dem Zwecke fuhren wir in selbe fflr y eine neue Variable C 
ein, mittelst der Substitution 

y = — 2 + 



hieraus folgt durch Differenziren: 

^ 2{x + z)Vx + z 

und werden diese Werthe von y und dy in die vorgelegte Gleichung substi- 
tuirt, so erhält man: 

yx + z L X/x-^-z J 

woraus durch Beduction folgt: 

2V~äT~z dC = 
hieraas ergibt sich 

dC = 

folglich ist C eine willkürliche Constante, und das Integrale der vorgelegten 

Gleichung ist somit 

{X + z) (y + z)« = C» 

Anmerkung. Aus den beiden 'Gleichungen 

2Yx+l dC = 
(X + z) (y + z)« = C« 
folgt, durch Elimination von^.C 

2 Kx+l d[(y 4- 2) VxT~z'\ = 
und das ist nichts anderes, als die vorgelegte totale Differentialgleichung in 
anderer Form geschrieben. Aus ihr sieht man, dass man ihr genügen könne 
erstens, wenn 

gesetzt wird, unter C eine 'willkürliche Constante verstanden, 
und zweitens, wenn 

angenommen wird. 

Die erste Auflösung nennt man eine vollständige Lösung, die letztere, 
falls sie nicht durch Specialisirung der Constanten der vollständigen Lösung 
hervorgeht, eine singulare Auflösung. 

Spitzer, Integration partieller Differentialgleichungen. ^ 
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§. 11. 

Welches ist das Integrale der nachstehenden integrablen Differential- 
gleichung 

(y + z) dx + (x i- z) dy + {x + y) dz — 

Um diese Gleichung zu integriren, denken wir uns vorerst z als con- 
stant, somit dz = 0, alsdann haben wir 

(y -]- z) dx -\- {x + z) dy = 

Diese Gleichung lässt sich folgendermassen schreiben: 

^g , dy _Q 

und gibt integrirt: 

log (a? H- 2) + log (y + z) = logC 

woraus 

{x + z){y + z) = C 

folgt, unter C eine willkürliche Constante verstanden. Aus der so eben ge- 
wonnenen Gleichung folgt: 

Nachdem wir dieses y gefunden, kehren wir zur vorgelegten Gleichung 

(y + z) dx + (ic + e) rfy + (a? + y) dz = 

zurück und führen in selbe statt y eine neue Variable C ein mittelst der 
Substitution 

y = — z -\ j — 

hieraus folgt: 

dy- — dz-\ (a: + ,)^ 

und die vorgelegte Gleichung geht über in: 

Wird diese Gleichung reducirt, so erhält man: 

— 2zdz+ dC=0 
und integrirt man nun, so erhält man 

— z« + C = Ci 

unter (7^ eine willkürliche Cionstante verstanden. 

Setzt man hierein statt C seinen Werth {x + z) (y -\- z) so erhält man 

{x'\-z){y + z)-z^=C, 

als Integrale der vorgelegten Gleichung; und diese gestattet folgende ein- 
fachere Schreibweise: 

xy -^ xz -}■• yz = Cj 

Anmerkun*g. Verbindet man die Gleichung 

— 2zdz + dC = 
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welche sich auch so schreiben lässt: 

d (_ 2« + C) = 
mit der Gleichung 

C={x + z){y + z) 
SO sieht man, dass die vorgelegte Gleichung folgende Aufschreibweise gestattet : 

d [_ 2« + (o? + 2) (y 4- «)] = 

und dies lässt sich folgendermassen schreiben: 

woraus abermals folgt, dass 

ajy + aj« -I- yz = C, 

der vorgelegten Gleichung Genüge leistet. 

Yereinfaclrnng der eben vorgetragenen Integrations - Methode 
für totale Differentialgleiclinngen der Form 

Pdx + Qdy -f- Rdz = (1) 

zwischen deren Coefflcienten die Gleichnng 

stattfindet. 

§. 12. 

In den Paragraphen 8 und 9 haben wir der Wesenheit nach die Euler*sche 
Integrationsmethode für Gleichungen der Form (1) mitgetheilt ^) ^ wir zeigten 
daselbst, dass das Wesen dieser Methode darin besteht, für y eine neue Va- 
riable C einzuführen, und zwar mittelst der Gleichung 

y = q> (x, 2, C) 

und dass durch Substitution dieses Ausdruckes in die vorgelegte Gleichung 
selbe die Gestalt: 

{Qt^ + Ik)dz + Q,^dC=0 (14) 

anninmit, aus welcher, falls in derselben x vorkömmt, selbes durch Division 
weggeschafft werden kann. 

Man kann nun auf diesen wichtigen Umstand gleich im Laufe der Bech- 
nung Bücksicht nehmen, und sie dem entsprechend vereinfiichen. 

Statt nämlich in die gegebene Gleichung 

Pdx + Qdy + Rdz = (1) 

*) Eni er gibt nicht die allgemeine Methode an, sondern er lehrt blos änsserst ge- 
schickt gewählte Beispiele integriren. Man sehe Enler's vollständige Anleitung zur In- 
tegralrechnung. Aus dem Lateinischen in*s Deutsche übersetzt von Salomon. 8. Band, 
Seite 8. Ich werde in der Folge, falls ich dieses Werk citire, blos Band und Seite des- 
selben anführen. 

2* 
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für y die Substitution 

y = q>{x,z,C) 

zu machen , setze man in beiden so eben aufgestellten Oleiohungen a; = 0, 
oder, falls diese Substitution Unbequemlichkeiten verursachen sollte, indem 
dadurch vielleicht manche Olieder unendlich werden , so setze man x = 1, 
oder a; = 2 , oder x gleich sonst einer beliebigen Zahl , man erhält sodann, 
da hiedurch dx = wird, statt der Oleichung (1), die einfiichere Gleichung 

Qody + R^dz = 

woselbst Qo ^T^^ ^0 solche Functionen von y und z sind, welche aus Q und 
R entstehen, wenn man in denselben statt x Null setzt. Schreibt man sodann 
in der so eben aufgestellten vereinfachten Gleichung 

y = 9 (0, 2, C) 

so gelangt man zu einer Gleichung, welche der Wesenheit nach mit der 
Gleichung 

(Q.|f + i2i)d. + Q.|^d(7 = (14) 

Übereinstimmt. 

§. 13. 
So hatten wir firfiher, um die Gleichung 

(y + z) dx + 2 {x + z) dy + (2» -f y +• 3») dz = 

zu int^riren, in selbe fBr y eine neue Variable C eingeführt mittelst der 

Substitution 

C 

und kamen hiedurch auf die Gleichung 

2y^~+l dC = 

woraus durch Division mit dem x enthaltenden Factor 

dC = 
folgt. 

Würden wir in die gegebene Gleichung x = setzen, so erhielten wir, 
da hiefür auch dx=0 ist, statt derselben 

2zdy + {y + Sz)dz — 

und diese Gleichung geht durch Einführung einer neuen Variablen C mittelst 
der Substitution 

y = -z + ^. 
über in 

Diese liefert reduoirt 

2VzdC = 
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woraus ebenfalls 

dC=0 
folgt. 

Auf gleiche Weise fieuiden wir bei Gelegenheit der Integration der Gleichung 

(7f + z)dx + {x']-z)dy+(x + y)dz = 
dass die Einführung einer neuen Variablen C mittelst der Gleichung 

j c 

auf die Gleichung 

— 2zdz + dC=0 

führte. Würde man in die gegebene Gleichung o? = und somit auch dx = 
setzen, so erhielte man 

zdy + ydz = 
und setzt man hierein 

woselbst C eine neue Variable bezeichnet, so erhält man 

was reducirt ebenfalls auf 

— 2«d» + d(7=0 
fahrt. 

Integration der totalen Diiferentialgleiehnng 

Pdx + Qdy + Edz = (1) 

unter der Voraussetzung, dass JP, Q, B homogene Functionen 
von X, y, » sind, und dass zwischen diesen Grössen die 

Gleichung 

stattfindet. 

§. 14. 

In dem Falle, in welchem die vorgelegte Differentialgleichung integrabel 
und homogen ist, kann man nach Euler (3. Band, Seite 23) auch folgenden 
Weg einschlagen, um zum Integrale der Gleichung (1) zu gelangen. 

Man fahre in die g^ebene Gleichung fQr x und y neue Variable | und ^ 
ein, mittelst folgenden Substitutionen: 

X = iz 
y = fiz 

man erhält sodann, da P, Q und i? homogen sind, fßr diese Grössen Aus- 
drficke von nachstehender Gestalt 
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and hier bedeuten nun P^ , Qi und R^ Functionen, die blos i und 11 enthalten. 

Da nun 

dx = idz + zdi 

ist; so wird die Gleichung (1) übergehen in: 

Pj (Idz + 2d|) 4- Ol (ijd« + zdij) + iZjd;? = 
Wird diese geordnet, so nimmt sie nachstehende Gestalt an 
(P, dl + Q,dn) z + {P,l^Q,n + R,)dz = 
und lässt sich nun so schreiben: 

de _ _ P,dS + ftdi? ,,^^ 

Da die Gleichung (1) Vorausgesetztermassen integrabel ist, so muss auch 
die Gleichung (15) integrabel sein, da durch das Einfuhren von neuen Va- 
riablen I und 17 in eine Gleichung der Charakter der Integrabilität derselben 
nicht verloren geht. Nun steht im ersten Theil der Gleichung (15) blos z; im 
zweiten Theil blos l und 17; folglich muss, da der erste Theil der Gleichung 
(15) für sich integrirbar ist^ auch der zweite Theil für sich integrirbar sein, 

d. h. man erhält 

. _ f 'P>df-f «tdiy 

^^- J P.S + Ö.1J + Ä, 

führt man die Integration aus (etwa nach der im §. 4 gelehrten Methode) 
und setzt man^ nachdem dies geschehen, für S und 1} ihre sich aus den Glei- 
chungen 

07 = |z y z=iifiz 

ergebenden Werthe^ so erh&lt man das gewünschte Integrale der vorgelegten 
Gleichung. 

§. 15. 

Sei z. B. gegeben die homogene Differentialgleichung 
(y* + y» + 2") dx + (z« -}. jcz -}. x") dy + (x» -h «y + y») i» = 
Diese Gleichung ist, wie man sich leicht überzeugt, eine integrable. Wir 
setzen also, behufis der Integration derselben 

« = |2, y = fl« 

und erhalten zunächst für Pj , Qi > i% folgende Werthe : 

P, = 12* + ^ + 1 

Q, = {« 4. I + 1 

demnach ist: 

inn. — — C W + v + ^)d( + (V + ( + i)dn 
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Der unter dem Integralzeichen stehende Nenner lässt sich so schreiben: 

(I + »? + 1) (li? + I + 1?) 
folglich hat man: 

Der nnter dem Integralzeichen stehende Bruch ISsst sich in Partialbrflche 
zerlegt, folgen dermassen schreiben: 

(i;« + i; + l)<ie + (|' + 64-«)d'? _ _ äjJi-dr, , (»7 + 1) dg + « + l)di? 
(S + l + lXSl + S + ij) «+>I + l"^ S^ + 17 + l 

und gibt durch Integration 

hg z = log {^ -\- ^1 -{• l) - log {^ri -\- ^ -[■ r,) + l^ C 
folglich ist: 

6'? + « + «; 
Setzt man hierin statt ^ und 17 ihre Werthe, nämlich 

so erhält man 

rcf/ + ^« + y^ 
oder einfacher 

y-r gy -h g g + yg 

als Integrale der vorgelegten Gleichung. 

Würde man die so eben erhaltene Gleichung dififerenziren, so würde man 
erhalten : 

und hieraus sieht man, dass die vorgelegte Differentialgleichung sich auch so 
schreiben lässt: 

(« + V + 2) d • — ^ 1 = 



Integration der totalen Differentialgleichnng 

Pdx + Cldy + Rdz = (1) 

anter der Voranssetznng , dass zwischen den drei Grössen P, 

Q, JR die Gleichung 

nicht stattfindet 

§. 16. 

Die Gleichung (1) lässt sich, im Falle, als zwischen den Goefficienten 
P^ Q^ R derselben die Gleichung (11) nicht stattfindet, durch Eine Gleichung 
nicht integriren, d. h. es lässt sich nicht eine Gleichung 7on der Form 
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z = q>{x, y) 

finden, welche der Gleichung (1) Genüge leistet; wohl aber lässt sich, wie 
Monge bemerkt hat, die Gleichung (1) integriren, mittelst zweier Gleichungen 

y = (p{x), z = ^ (x) 

und zwar auf unendlich viele Arten. Man kann nämlich, wie bereits im §. 1 
gesagt wurde, die Gleichung 

y = q)(x) 

ganz willkürlich annehmen , und diesen Werth . von y in (1) substituiren. 
Man gelangt dann zu einer Gleichung, in welcher blos die beiden Variablen 
X und z erscheinen. Diese lässt sich Vorausgesetztermassen integriren, und 
gibt z als Function von x. 

Man kann aber auch, um die Gleichungen der Form (1) zu integriren, 
falls zwischen den Coefficienten derselben die Gleichung (11) nicht stattfindet, 
nahezu denselben Weg betreten , den wir bisher bei Gleichungen eingeschlagen 
haben, für welche die Gleichung (11) stattfindet. 

Man abstrahire nämlich vorerst von einer Variablen, etwa von z, indem 
man sich einstweilen z constant, also de = denkt, unter dieser Voraussetzung 
geht die Gleichung (1) über in 

Pdx + Qdy = 

und lässt sich somit integriren. Nehmen wir an, das Integrale dieser Gleichung, 
welche eine willkürliche Constante C enthält, sei nach y auflösbar, und liefere 

y = g>{ä!, z, C) 

Führt man sodann in die vorgelegte Gleichung 

Pdx + Qdy + Rdz = (1) 

f&r y eine neue Variable C ein, mittelst der Substitution 

y = ip(x, 2, C) 

SO gelangt man, genau so wie im §. 8 vorgehend, zu der Gleichung 

Die Gleichung (1) wird identisch, wenn man in selbe für y die Sub- 
stitution 

y = g>(x, z, C) 

macht, und hiebei z und C als Constante ansieht, demnach muss unter den- 
selben Voraussetzungen auch die Gleichung (13) identisch werden. 

Allein unter diesen Voraussetzungen ist 

dz = Oy dC=0 

und hiedurch geht die Gleichung (13) über in 
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Berücksichtigt man diese Identität, so vereinfacht sich die Oieichang (13) 
und geht über in: 

Es lässt sich demnach jederzeit die dreigliedrige Gleichung 

Pdx -\- Qdy + Rdz = (1) 

durch Einführung einer neuen Variablen C mittelst der Substitution 

y = (p {x, z, C) 
in eine zweigliedrige Gleichung umwandeln, und diese lautet: 

Setzt man in die eben aufgestellte Gleichung für C seinen aus der 
Gleichung 

y = g) (a?, z, C) 

hervorgehenden Werth, und ist dieser 

C = * («, y, z) 
so hat man die Gleichung 

(q^I + i2)dz-hQj? d*(«,y,z)=0 

welche mit der gegebenen Gleichung (1) identisch ist. 

Man genügt nun dieser Gleichung, welche sich kurz folgendermassen 
schreiben lässt 

K^dC, 4-JEidC, = 

im allgemeinen auf drei verschiedene Arten: 

Erstens, wenn man C^ = a, C^ = b setzt, unter a und b willkürliche 
Gonstante verstanden; 

Zweitens, wenn man Q gleich einer willkürlichen Function von 
CJt etwa 

setzt, wodurch 

dC,=f{C,)dC, 
wird, und die Gleichung 

übergeht in 

[K,f(Q+K^]dC^ = 
und nun 

annimmt; also kurz, wenn man 

C,=f{C^ und JS;/' (Q + Äi = 
setzt, endlich Drittens, wenn man 

ä; = und K^ = 

setzt. 
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§. 17. 

Sei z. B. zn integriren die Oleichnng 

««*• dx + ß^^ dy + yy** rf» = 
Denkt man sieh vorerst z constant, somit de = 0, so hat man: 

az^dx -f- ßx^ dy = 
Diyidirt man diese Gleichung durch a:^, so erhält man 

woraus durch Integration 

-j^r^%^x + ßy = c 

folgt, unter C eine willkürliche Gonstante verstanden. 
FQhrt man sodann in die gegebene Gleichung 

a^dx 4- ßx^ dy + y^dz = 
für y eine neue Variable C eioi mittelst der Substitution 

C , «5« 

» = T + ?;rz: 



|3 ' (n — 1) (J aj»-i 

SO hat man, da hieraus 

folgt 

tt2fda? + a^d(7+ (^,^) ttg^da? + y(y + (^^^)p^,j dz = 

oder reducirt: 

Setzt man hierein fBr C seinen Werth, so erhält man: 

«""["»- F::?^! + [^T^ + '•»"]'" = 

und diese Gleichung ist mit der zur Integration vorgelegten Gleichung iden- 
tisch. Man genügt ihr auf dreierlei Art: 

Erstens, wenn man 

setzt, unter a und b willkürliche Gonstante verstanden; 
Zweitens, wenn man 

setzt, unter q> (z) eine willkürliche Function von z verstanden, nur muss noch 

« 9 (2) + ^^i + yy" = 
sein; 
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Drittens, wenn zugleich 



»•» = und "^^^^^ -f yy* = 

ist, was redncirt auf die Auflösung 

x = 0, y = 
fBhri 

Behandeln wir noch folgende von Monge herrührende Gleichung 

dz xdx-{'ydy 

« — c x{x— a) + y{y — b) 

Selbe lässt sich^ wie man auf den ersten Blick sieht , folgendermassen 
schreiben: 

2lx{x-a)+y(y-b)]dz={z-c)d(x^+y^ 

und ihr genügt man: 

Erstens, wenn man 

x^ + y' = ß 
setzt; unter a und ß willkürliche Constante verstanden; 
Zweitens, wenn man 

«" + »• = 9> (») 
setzt, woselbst 9 (z) eine willkürliche Function von z bezeichnet^ und zugleich 

2[x{x-a)+y(f,-b)'\ = (z-c)g>' (z) 
ist; endlich 

Drittens, wenn man 

2 = c und a? (« — a) -f y (y — 6) = 
annimmt. 



Zweiter Abschnitt. 



Integration partieller Differentialgleichnngen der ersten Ord« 

nang von der Form 

dx ' dy 

woselbst L, M, N gegebene Fnnctioiien von x, y, z bezeichnen. 

§. 18. 

Wir wollen der EQrze halber 

dz d£ 

da? ""^' dy "■* 

setzen, und legen uns demnach die Aufgabe vor, ffir z eine solche Function 
von X und y aufzusuchen, welche in die Gleichung 

L|> + if j = JV^ (16) 

substituirt, derselben identisch Genüge leistet. 

Man nennt Gleichungen der Form (16) lineare, partielle Differen- 
tialgleichungen der ersten Ordnung, p und j bedeuten in derselben die 
partiellen Differentialquotienten von z genommen nach x und nach y, so dass 
stets p, q und z in folgendem analytischen Zusammenhange stehen : 

dz =r pdx 4- jdy (17) 

Bestimmt man aus der gegebenen Gleichui^ (16) denWerth von ; und 
substituirt denselben in die Gleichung (17), so erhält man die Gleichung: 

dz =:pdx -{ T, ^ dy (18) 

Wenn es uns nun gelingt — und sei es auch durch blossen Zufall — 
für p eine solche Function von x, y^ z anzugeben, welche in die Gleichung (18) 
substituirt, diese Gleichung in eine integrable verwandelt^ so ist das js, welches 
man dann durch Integration der Gleichung (18) findet, ein solches, welches der 
vorgelegten' partiellen Differentialgleichung (16) genflgt, und das p, welches 
wir in die Gleichung (18) eingefnhrt haben,- ist der partielle Differential- 
quotient des gefundenen Werthes von 2 nach x genommen. 
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um dies zu beweisen , denken wir nns also , dass wir fOr p eine solche 
Function von a?, y, z gefunden haben, welche die Gleichung (18) in eine inte- 
grable verwandelt. Man erh&lt alsdann die Gleichung (18) integrirend 

« = 9 («» y) 

Dieses z leistet offenbar der Gleichung (18) Genüge, denn es wurde ja 
aus ihr entwickelt Substituirt man nun dieses b in die Gleichung (18), so 
erhält man die identische Gleichung 

aus welcher folgt: 

dy (0?, y) _ 
da; "P 

dy (g, y) _ N^ Lp 
dy ^ M 

also ist in der That das gefundene z nach x differenzirt, gleich p, und das 

irr Y «« 

gefundene z nach y differenzirt , gleich — w^ ' ^^ ^^ ^^ Folge der vor- 
gelegten partiellen Differentialgleichung sein soll. 
Die Aufgabe, die partielle Differentialgleichung 

Lp + Mq = N (16) 

zu integriren, läuft daher darauf hin, f&r p eine solche Function von x, y^ z 
anzugeben^ f&r welche die Gleichung 

dz = pdx -\ 'Z^ ^ dy (18) 

eine integrable wird. 

Die Gleichung (18) lässt sich transformiren. Befreit man sie von 
Brüchen y so erhält man 

Mdz = Mpdx -{- (N — Lp) dy 

und diese lässt sich auch folgendermassen schreiben: 

Mdz — Ndy = p (Mdx — Ldy) (19) 

§. 19. 

Bevor wir an die Integration der Gleichung (19) gehen, wollen wir nach- 
folgendes System von Differentialgleichungen betrachten: 

Mdz — Ndy = .p^v 

Mdx — Ldy = - ^^ 

und zeigen, wie ein solches System gewöhnlicher Differentialgleichungen im 
Allgemeinen zu integriren sei. 

Es gibt wohl sehr viele specielle FäUC; in welchen die Integration beider 
Gleichungen gar keine Schwierigkeiten verursacht, so z. B., wenn die erste 
Gleichung blos die Variablen y und 2, die zweite hingegen blos die Variablen 
X und y enthält Im Allgemeinen aber^ wenn in beiden Gleichungen «, y 
und z vorkonamen, denke man sich eine der drei Grössen x, y, z, etwa x 



dM 
dx 
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als unabhängige Variable, und die beiden anderen Variabeln y und z als 
Functionen von x. Unter dieser Voraussetzung lassen sich die Oleichungen (20) 
folgendermassen schreiben: 

"^-"1^ = 

Differenzirt man sodann die letzte Oleichung nach a;, so erhält man: 

, dM dy_ , dM d« j d\y dly V dL , dL dy^ \dL d« "1 ^ 

"^ dy ' dx '^ dz ' dx ^ dx" dx Ydx '^ dy ' dx'^ ds ' dxX"^ 

dz 

und eliminirt man nun aus den drei letzten Oleichungen z und ^, so erhält 
man eine Oleichung, welche die Variablen 

dy d*y 

^' y^ dx' dx* 

enthält, und die integrirt y als Function von x mit zwei willkürlichen Gon- 
stanteu versehen, liefert. 

Setzt man sodann das gefundene y in die Oleichung 

M-Lp- = 

ax 

so kann man dann aus derselben z als Function von x und derselben zwei 
willkürlichen Constanten auffinden. 

Den Oleichungen (20) leisten also genüge Werthe von y und z, und 
diese haben folgende Oestalt: 

y = q>(x, a, b) .gj. 

z = if (x^ a^ b) 

unter a und b willkürliche Gonstante verstanden. Aus diesen beiden Oleichun- 
gen kann man auch a und b berechnen, und findet, falls man dies thut 

a = /; (o?, y, z) .^. 

h = -P, («, y, iP) ^ ^ 

§. 20. 

Wir kehren nun wieder zurück zu unserer eigentlichen Aufgabe, welche 
nun darin besteht, für p eine solche Function von x, y, z aufzufinden , welche 
in die Oleichung 

Mdz — Ndy = p {Mdx — Ldy) (19) 

gesetzt, selbe zu einer integrablen macht. 

Denken wir uns ein solches p bereits gefunden , und führen wir dann, 
behufe Integration der Oleichung (19) in dieselbe für y und z neue Va- 
riable a und b ein, mittelst den Substitutionen 

y = q) (x, a, b) .gj. 

z = ^ (a?, a, 6) 
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alsdann hat man, da 

^'^ = d^ ^^ + d^ ^"^ + dF ^^ 
ist, statt der Gleichung (19) folgende Gleichung: 

= Pr[{M-L'^)d.-L'^^da-Ll^dh] (23) 

in welcher p^ das Kesiütat der Sabstitution der in (21) gegebenen Werthe 
von y nnd is in p bezeichnet. 

Die Gleichnng (19) ist Vorausgesetztermassen — für ein bereits als ge- 
funden gedachtes p — integrabel, also ist auch die Gleichung (23) integrabel, 
weil, wie schon wiederholt gesagt wurde, das Einführen neuer Variablen den 
Charakter der Integrabilität einer Gleichung nicht ändert. 

Die Gleichung (19) wird identisch, wenn man in selber für y und z die 
Substitutionen 

» = 9(x,«,6) 

z = ^ (a;, a, 6) ^ ' 

macht, und sich hiebei a und b als constant denkt, denn diese y und « ge- 
nügen ja unter Voraussetzung cbnstanter Werthe für a und b den Gleichungen 

Mdz - Ndy = (<x\\ 

Mdx — Ldy = ^^ 

also muss auch die Gleichung (23) identisch werden, wenn man in selber a 
und b constant, somit da = 0, db=^Q setzt, demnach muss sein: 

und zwar muss diese Gleichung identisch stattfinden; berücksichtigt man diese 
Identität, so vereinfacht sich die Gleichung (23) und geht über in: 

oder anders geschrieben, in: 

Da diese Gleichung, in welcher nur noch a?, a nnd b erscheint, inte- 
grabel sein soll, so kann, da kein dx in derselben vorkömmt, auch kein x 
in derselben vorkommen, ausser etwa in einem, den beiden Ausdrucken 

^5^- ^5^ + 1'»^ 5? 
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gemeinschaftlichen Factor, der sich aber, falls er vorhanden ist, durch Divi- 
sion wegbringen lässt. Thut man dies, nnd integrirt nmn sodann die Glei- 
chung (24), so erhält man 

% (a, 6) = 
woraus 

6=/(«) 
folgt. Setzt man sodann in diese Gleichung für a und h ihre in (22) auf- 
gestellten Werthe, so erhält man das Integrale der vorgelegten partiellen 
Differentialgleichung. 

Es lässt sich nun sehr leicht zeigen, dass h einer willkürlichen Function 
von a gleich gesetzt werden kann, da man, was immer 6 fflr eine Function 
von a ist, stets einen Werth für p findet, der die Gleichung (19) integrabel 
macht. Denn nimmt man für h was immer für eine Function von a an, etwa 

6=/(a) 
so hat man 

äh=f {p)da 

und setzt man dies in die Gleichung (24), so erhält man: 

woraus sich p^ als Function von a und 6, und somit unter Zuziehung der 
Gleichungen (22) p als Function von os, y, z ergibt. 

§. 21. 

Es ergibt sich denmaoh für die Integration der linearen partiellen Diffe- 
rentialgleichungen der ersten Ordnung von der Form 

Lp + Jfg =: jyr (16) 

in welcher Z, Jf, 'S beliebige Functionen von a?, y, z sind, folgende Begeh 
Man stelle die beiden simultanen Differentialgleichungen 

Mdz -Ndy^O 

Mdx —Ldy = ' ^^^ 

auf, und integrire dieselben. 

Wären die Integrale derselben 

y = 9 («, a, 6) 2 

z = if (Xj a, h) 

woselbst a und b willkürliche Gonstante bezeichnen, so löse man diese Glei- 
chungen nach a und b auf, und gesetzt den Fall, man fände aus ihnen 

a = F^ («, y, z) ™ 

h = F, («, y, z) ^^^^ 

so ist F^ {x^ yy z) gleich einer willkürlichen Function von jP, (o?, y, z) das 
Integrale der vorgelegten Gleichung. 

Die Integrationsmethode, welche wir so eben entwickelt haben, setzt 
voraus, dass in der partiellen Differentialgleichung 

Lp + Mq = N (16) 



(25) 
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das If von Nail verschieden ist. Ist aber If = 0> so hat man die einfachere 
Gleichung 

za integriren. Aus selber ergibt sich 

N 

und dies in 

de ^=1 ^dx '\-^ qdy (17) 

substituirt, fflhrt auf die Oleichnng 

welche von Brüchen befreit und geordnet, die Qestalt annimmt 

Ldz — Ndx = Lqdy 

Stellt man nnn die beiden simultanen Differentialgleichungen 

Ldz — Ndx = 
Ldy = 

auf, und integrirt dieselben, so erhält man für y und z Ausdrücke von fol- 
gender Gestalt 

y = a 

z = ^ (aj, a, ft) 
und aus diesen ergibt sich 

b = F{x, y, z) 

Man kann nun wieder ^ und zwar auf dieselbe Weise, wie wir dies im 
vorigen Paragraphe gethan, darthun, dass F{x, y, z) einer willkürlichen 
Function von y gleich gesetzt, das Integrale der vorgelegten Gleichung ist. 

Beispiele ttber die Integration linearer partieller Differential- 
gleichungen der ersten Ordnung. 

§. 22. 

Wir entnehmen diese Beispiele zum grOssten Theile dem dritten Bande 
des Werkes nLeonhard Euler 's vollständige Anleitung zur Integralrechnung^ 
aus dem Lateinischen ins Deutsche übersetzt von Josef Salomon, und werden 
in der Folge blos Band und Seite dieses Werkes citiren. 

Aufgabe 1. 

Es sei zu integriren die partielle Differentialgleichung (Band 3, Seite 32) 

p = A: 

unter k eine Constante verstanden. 

In diesem speciellen Falle hat man 

L = l, Af=0, N=k 

Bpitier, Integniioo p«rti«U«r DUFtfentialgtoiehiingaii. S 
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Die beiden simultanen Differentialgleichungen (25) lauten in diesem Falle: 

dz — kdx = 
dy = 

Durch Integration dieser Gleichungen erhält man: 

z — kx :=: a , y = 6 

folglich ist 

z — hx'=^ fp (y) 
oder 

z = kx + fp (jj) 

das Integrale der vorgelegten partiellen Differentialgleichung, unter 9 (y) eine 
willkürliche Function von y verstanden. Man sieht auch äusserst leicht ein, 
dass wirklich die Gleichung 

« = iaj + 9 (y) 

partiell nach x differenzirt 

dz , 

dx — ^ 
liefert. 

Aufgabe 2. 
Es sei zu integriren die partielle Differentialgleichung (Band 3, Seite 39) 

X 

P = 



Vx^ + y^ 

In diesem Falle hat man 

V^' + y 

Die beiden simultanen Differentialgleichungen (25) lauten in diesem Falle : 

dxdx /v 

z — , . =0 

l/«» + y' 

dy—0 

Aus der letzten folgt 

y = a 
dadurch wird die erste Gleichung übergehen in: 

dxdx gy 

z — , , = 

und diese liefert integrirt: 

z — |/«" + a* = b 

Man hat daher als Integrale der beiden simultanen Differentialgleichungen 

o = y 

6 = — yx^ -f- y* 
und folglich ist: 

z-Vx^ + y^ = q>{t,) 

das Integrale der vorgelegten partiellen Differentialgleichung unter 9 (y) eine 
willkürliche Function von y verstanden. 
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Aafgsbe 3. 
Ist (Band 3, Seite 39) 

so lanteu die beiden Hilfs-Differentialgleichnngen : 

V y' — »* 

dy = 
Aus ihnen folgen sunächst: 



und 



l/a« — Ä« 



Letztere gibt integrirt: 



z — a orc «m — = 6 



folglich ist: 

a = y 

und das Integrale der vorgelegten partiellen Differentialgleichung lautet: 

« — y orc «n ^ = ^ (y) 
unter ^ (y) eine willkürliche Function von y verstanden. 

Aufgabe 4. 

Ist (Band 3, Seite 40) 

ife 

woselbst & eine Gonstante bezeichnet, so kömmt man zu folgenden zwei simul- 
tanen Differentialgleichungen: 

j kdx ^ 

dz — , j == = ü 

l/*« — rc« — y» 

ciy = 

hieraus folgen 



Ä« 



|/ifc« - a« - 

Die letztere Gleichung gibt integrirt: 

z — k arc sin ^ . - = h 

Demnach hat man 

a = y 

b := z — i arc sin 



3* 
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folglich ist: 

z — karenn ^ = t (y) 

das Integrale der vorgelegten partiellen Differentialgleicliung, unter ^ (y) eine 
willkürliche Function von y verstanden. 





Ai 


iifgabe 5. 


Ist (Band 3, Seite 45) 




i' = '7 


so lauten hiefür die zwei Hilfs-DifTerentialgleichungen : 




zdz 


— ydx = 
dy=0 


Aus ihnen folgen 




y = a 




zdz 


— adx = 


Letztere gibt integrirt: 








z* 
2 


— • ax = 6 



es ist sonach 

a = y 

h = Y — ^y 

und folglich hat man als Integrale der jorgelegten partiellen Differential- 
gleichung 

~ — a?y = l(f (y) 
unter tff (y) eine willkfirliche Function von y verstanden. 

Aufgabe 6. 
Es sei (Band 3, Seite 46) 

8 

hiefür lauten die zwei Hilfs-Qleichungen 



zdz — V^y* — »' da = 

dy = 
Aus ihnen folgen zunächst 

y = g 

zdz — ya^ — z^ da? = 
Die letzte Gleichung gibt integrirt: 

_ ]/a« — 2« — x = — b 
folglich hat man 

« = y 

b = x + Vy* — «" 
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nnd 90init ist: 

X 4- 1/y» - «« = i, (y) 

das Integrale der vorgelegten partiellen Differentialgleichung unter tp (y) eine 
willkürliche Function von y verstanden. 

Aufgabe 7. 
Es sei (Band 3; Seite 48) 

nz 

unter n eine Gonstante verstanden. Die beiden Hilfs-Gleichungen lauten hief&r: 

xdz — nzdx = 
dy = 

Die Integrale dieser Gleichungen sind: 

y = o 

hieraus folgt zunächst: 

« = »' ^ = ^ 

folglich ist: 

oder 

2 = «* * (y) 
das Integrale der vorgelegten partiellen Differentialgleichung unter ^ (y) eine 
vrillkflriiche Function von y verstanden. 

Aufgabe 8. 

Ist (Band 3, Seite 49) 

p = nx — — z 

unter n eine Gonstante verstanden , so lauten die beiden Hilfi-Differential- 
gleichungen : 

dz — (nw — z) dx^=0 
dy = 
Ihre Integrale sind: 

z = — n -|- na; 4- ««^* 

Aus beiden folgt: 

a= (z -{• n — nx) e* , 6 = y 

somit ist: 

(« 4- w — ^«) ^ = V' (y) 

oder es ist: 

iB = nas — n + e^* ^ (y) 

das Integrale der vorgelegten partiellen Differentialgleichung unter tp (y) eine 
willkflrliche Function von y verstanden. 
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Aufgabe 9. 
Ist (Band 3, Seite 49) 

xz 

P ~ x^ + z^ 

so lauten hiefür die beiden Hilfs-Differentialgleichungen 

dy = 
Ihre Integrale sind: 

logz — ^^ = a 
somit ist 

% ^ — 2^ = * (y) 

das Integrale der vorgelegten partiellen Differentialgleichung unter ^ (y) eine 
willkürliche Function von y verstanden. 

Aufgabe 10. 
Es sei (Band 3, Seite 53) 

xz^ 

woselbst n eine Gonstante bezeichnet, die beiden Hilfs-Differentialgleichungen 
lauten hiefÜr: 

dz dx = 

ny 

dy = 
Aus ihnen folgt zunächst 

dz r-da = 

nb 

Aus der letzten folgt durch Integration 

x'* 
nb log z — y = a 

es ist somit: 

x^ 
ny tojf 2 — Y = * (y) 

unter ^ (y) eine willkürliche Function von y verstanden, hieraus folgt: 

«' . »(y) 

und dies Iftsst sich auch so schreiben: 

X* 

« = ««*«'. F(y) 

unter F (y) eine willkürliche Function von y verstanden. 
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Aufgabe 11. 



Es sei (Band 3, Seite 54) 



'^ « + « 



Die zwei Hilfs-Differentialgleichungen lauten 

dt ?— daj = 

dy = 

hieraus folgen: 

y = b 
(x -^ z) dz — hdx = 

Das Integrale der letzten Gleichung ergibt sich leicht, wenn man für z 
eine neue Variable t einfahrt , mittelst der Substitution 2 = < — x , man er- 
hält nämlich alsdann die Oleichung 

t {dt — dx) = hdx 

woraus 

, tdt 

folgt. Aus ihr ergibt sich zunächst 

a; = «-^6foäf(«4-6)-fa 
demnach ist: 

Man hat daher: 

h = y 

a = ylog (x + y + z)—z 
und hieraus folgt: 

yfogf(x-fy + z)— «=:*(y) 

als Integrale der vorgelegten partiellen Differentialgleichung unter i> (y) eine 
willkürliche Function von y verstanden. 

Aufgabe 12. 
Es sei (Band 3, Seite 56) 

P — y» + a;» 
Die beiden Hilfs-Differentialgleichungen lauten hier: 

Aus der letzten Oleichung folgt 

hiedurch lässt sich die erste Hilfs-Gleichung so schreiben: 

dz ^^ dx 
6« + «* "" 6* + Ä« 
und diese gibt integrirt: 



y arc tamg | = ^ arc Umg | + « 
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Es ist demnacli 



b = y 

und somit hat man: 



i ^are tang ^ — arc tang |] = ^ (y) 



unter ^ (y) eine willkürliche Function von y verstanden; oder, wenn man 
ytif (y) = F(y) setzt, 

arc tang are tang — = F (y) 

Man kann diese Gleichung auch mittelst der bekannten Formel: 
arc tang a — arc tang ß = arc tang ^ , ^ 
vereinfachen, denn es lässt sich obige Gleichung auch so schreiben: 

oder, wenn man tang F {jf) := F^ (y) setzt : 

und hieraus folgt , wenn man '^ = q> (y) setzt : 

z — x=^(y^ + xz)ip (y) 
unter qp (y) eine willkfirliche Function von y verstanden« 

Aufgabe 13. 
Es sei (Band 3, Seite 57) 

— y* 

Die Integration dieser partiellen Differentialgleichung hängt ab von der 
Integration folgender simultanen Differentialgleichungen: 

Ans der zweiten folgt 

y = b 

hiedurch geht die erste über in: 

um diese zu integriren, fahre ich eine neue Variable v ein, mittelst der 

Substitution 

dv 
dz 

dadurch erhalte ich: 
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sodann führe ich für v eine neue Variable V ein, mittelst der Substitution 

v = — b*logV 
man erhUt hiedarch 

welche OleichuBg zu den Biccati 'sehen gehört. Behufs weiterer Vereinfachung 
setze ich 

z = b^ (co8 45® + y^^^sin 45^ 
dadurch geht selbe über in 

welche Gleichung man Seite 94 meiner »Vorlesungen über lineare Dififerential- 
gleichungenu oder auch Seite 43 meiner nneuen Studien über die Integration 
linearer Differentialgleichungen« vollständig integrirt findet. 

Da man hiedurch die beiden Hilfs - Differentialgleichungen zu integriren 
vermag, so lässt sich auch leicht das Integrale der vorgelegten partiellen 
Differentialgleichung aufstellen. 

Aufgabe 14. 
Es sei die Gleichung (Band 3, Seite 59) 

za integriren. Die beiden Hilfs-Differentialgleichungen lauten für diesen Fall: 

dz = Q 
dx -\' dy ^ 
Aus ihnen folgen: 

a = z 

6 = 05 -|- y 
folglich ist 

z-=z q) {x + y) 

unter 9 (x -f y) eine willkürliche Function von x + ^ verstanden. 

Aufgabe 15. 
Es sei zu integriren die Gleichung (Band 3, Seite 62) 

unter a, /3, y constante Zahlen verstanden. 

Die beiden Hil&-Differentialgleichungen lauten hiefür: 

ßdz — ydy = 
ßdx — ady = 
Ihre Integrale sind: 

ßz — yy=a 
/Ix -^«y = 6 
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folglich ist: 

ßz — fy = q> (/9aj — ay) 

das Integrale der vorgelegten partiellen Differentialgleichung, hiebei unter 
(p (ßx — ay) eine willkürliche Function von ßx — ay verstanden. 

Aufgabe 16. 

Es sei (Band 3, Seite 72) 

— . PJL 

^ n 

unter n eine Constante verstanden. 

Die beiden Hilfs-Differentialgleichungen lauten hiefür: 

dz = 

Od 

dx + -^ dy ^0 
Durch Integration findet man: 

n togr fic -j- y = 6 
es ist demnach 

nhgx -f y = 9(«) 

unter ^ (2;) eine willkürliche Function von z verstanden. 

Aufgabe 17. 
Es sei zu integriren die Gleichung (Band 3, Seite 91) 

unter n eine Constante verstanden. 

um diese Gleichung zu integriren, stelle man auf die beiden Differential- 
gleichungen : 

dz — ^dy = 

dm — äj^ = 



Aus ihnen folgen: 



demnach ist: 



und hieraus ergibt sich 



oder kürzer 



nlog z — y = Ä 
X — y = h 

nlogz — y = q>(x — y) 



2 = 6'' " 



n 



woselbst F {üß — y) eine willkürliche Function von x — y bezeichnet. 



43 

Aufgabe 18. 

Es sei zu integriren die Gleichnog (Band 3, Seite 99) 

px-\- qy = 
Die beiden Hilfsgleichungen lauten hier 

ydz = 
ydx — xdy = 
Aus ihnen folgen: 

2 = a 
y = bx 
folglich ist 

das Integrale der vorgelegten partiellen Differentialgleichung, und hier be- 
zeichnet 9> (— ) eine willkürliche Function ?on ^. 

Aufgabe 19. 

Es sei zu integriren die Gleichung (Band 3, Seite 100) 

apx + ßqy = y 

unter a^ ß, y constante Zahlen verstanden. 

Die zwei Hilfs-Differentialgleichungen lauten fSr diesen Fall: 

ßydz — ydy = 
ßydx — axdy = 
Ihre Integration gibt: 

ßz — ylogy = a 
folglich ist: 

das Integrale der. vorgelegten partiellen Differentialgleichung und 9 |— j be- 
deutet eine willkürliche Function von — --. 

Aufgabe 20. 
Es sei (Band 3, Seite 105) 

Die beiden simultanen Differentialgleichungen lauten: 

-df, + ^dy = 

dx + |dy = 
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Die zweite Oleiohung liefert 



a 



X 

Dieser Werth in die erste Gleichung eingesetzt, gibt 



und hieraus folgt: 



Es ist somit 



und folglich hat man: 



dz -\ T dx z=0 



-w-=» 



a = xt/ 



SX 

woselbst ^ (ay) eine willkürliche Function des Productes ay bezeichnet. 

Aufgabe 21. 
Es sei (Band 3, Seite 106) 

px + ?y = w 1/ x* -|- y* 

unter n eine Constante verstanden. 

Die beiden Hilfs-Differentialgleichungen lauten hier: 

ydz — n |/aj* -}- y* dy = 
ydx — xdy = 

Aus der letzten Gleichung folgt 

y = aa 

Dies in die erste Gleichung eingeführt, gibt: 

dz — n Vi +a« dx = 

woraus durch Integration 

z — n V^l + a* . a? = 6 
hervorgeht. 

Man hat daher 

•=i 

demnach ist: 

unter ^ |~ | eine willkürliche Function von - verstanden. 

\X / X 

Aufgabe 22. 
Es sei (Band 3, Seite 106) 

px^ + jy' = najy 
unter n eine Constante verstanden. 
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Die beiden Hilfs-Differentialgleichnngeii lauten hier: 

y^dz — nxy dy = 
y^dx — x^dy = 

Ans der letzten Gleichung folgt: 

JL _i _ 

y X 
oder 

X 

* ~" 1+ax 

dies in die erste Hilfs- Gleichung eingesetzt, gibt: 

(1 + ax) dz — ndx = 
und hieraus folgt: 

z — '^loff{l'\-ax) = b 

Aus den beiden Integralen der Hilfs - Differentialgleichungen ergibt sich 

X — y 
xy 
, nxy , X 

folglich ist: 

oj — y ^^ y ^ \ scy J 

unter ^ | ^""^ | eine willkürliche Function von ^""^ verstanden. 

\ icy / xy 

Aufgabe 23. 

Es sei (Band 3; Seite 121) 

qxz = n*p ' 

unter n eine Constante verstanden. 

Die beiden Hilfs-Gleichungen lauten hier: 

xzdz ^=0 
xz dx -^^ n^ dy :=s 

Aus der ersten Gleichung folgt: 

25 = a 

durch dies wird die zweite Gleichung lauten: 

ax dx -}- n^ dy = 

hieraus folgt: 

demnach ist: 

-^ + n«y =: ^ {z) 

unter ^ {z) eine willkürliche Function von z verstanden. 
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Aufgabe 24. 

Es sei zu integriren die Gleichung (Band 8, Seite 123) 

px -j- jy = n» 

unter n eine Constante verstanden. 

Die beiden Hilfs-Differentialgleichungen lauten: 

ydz — nzdy = 
ydx — xdy = 



aus ihnen folgen: 



folglich ist: 



oder: 



e 

y = bx 



unter ^ f ^ I eine ?riUkfirliche Function von ^ verstauden. 

Aufgabe 26. 
Es sei zu integriren die Gleichung (Band 3, Sdte 126) 

apx -f- ßilf = *** 
unter a, ß und n constante Zahlen verstanden. 

Die zwei Hilfs-Differentialgleichungen lauten hier: 

ßydz — nzdy = 
ßydx — axdy =r 



aus ihnen folgen: 



demnach ist: 



oder: 



= — h:= — 






unter 9 l^\ eine willkürliche Function von — verstanden. 

Aufgabe 26. 
Es sei (Band 3, Seite 129) 

Die zwei Hilfs-Gleichungen lauten hier: 

y^dx — a:*dy = 
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nnd ihre Integrale sind: 

demnach hat man als Integrale der vorgelegten partiellen Differentialgleichung 

e y ^\y xj 

unter w\ 1 eine willkürliche Function von verstanden. 

^ \y xf y X 

Aufgabe 27. 
Es sei (Band 3, Seite 130) 

X ^^ y g 

unter n eine Constante verstanden. 

Die zwei Hilfs-Gleichungen lauten hieffir: 

zdz — nydy = 
xdx — ydy^=: 

Die Int^ale dieser zwei Gleichungen sind: 

«■ — ny' = a 
x^ — y^ = b 

folglich ist: 

«• — ny« = 9 («« — y«) 

das Integrale der vorgelegten partiellen Differentialgleichung, unter tp (x^ — y*) 
eine willkürliche Function von af — y^ verstanden. 

Aufgabe 28. 
Es sei (Band 3, Seite 131) 

py + qx = z 
Die zwei Hilfs-Oleichungen lauten hief&r: 

xdz — zdy^= 

xdx — ydy = 
Ans der zweiten von ihnen folgt: 

a?" — y' = a* 
Sucht man hieraus y, so hat man: 

daraus folgt: 

xdx 



dy = 



nnd dies in die erste Hilfs-Gleichung eingeführt, gibt: 

dz- .'f'^ =0 
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Durch Integration dieser Gleichung erh&lt man: 

log^^ _ log l/^+ J^^ ^ ^ i 

^ ^ l/a: + a — l/a?-a ^« 

oder, wenn man den Nenner rational macht: 

logz — log — *—^ ^ log — 

hieraus folgt: 

h = , . 

oder: 



6 = 



a^B 



oder, wenn man für a' seinen Werth jb* — y* setzt: 

6 = (o; — y) 2 

Da man nun a und b kennt, so kann man das Integrale der vorgelegten 
partiellen Differentialgleichung aufstellen, es ist nämlich: 

(a? — y) 2 = 9 (a?« — y«) 

unter 9 («• — y*) eine willkürliche Function von x^ — y' verstanden. 

Aufgabe 29. 
Es sei (Band 3, Seite 132) 

, nxz 

py + q^ = -y 

unter n eine Constante verstanden. 

Die beiden Hilfs-Differentialgleichungen lauten: 

ydz — nzdy = 
xdx — ydy = 
Aus ihnen folgen: 

z = ay" 
cc' — y^ =:b 
folglich ist: 

25 = y" 9 (a;« — y«) 

unter 9 (a?* — y') eine willkürliche Function von a?' — y* verstanden. 

Aufgabe 30. 
Es sei (Band 3, Seite 133) 

Die beiden Hilfs-Oleichungen lauten: 

ydz — nzdy = 
y*da? — x^dy = 
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Aus ihnen folgen: 



y X 



demnach ist: 



unter w l 1 eine willkürliche Function von verstanden. 

Aufgabe 31. 
Es sei (Band 3, Seite 137) 

z = p (a? + y) -f gr (y — a?) 

Die Hilfs-Gleichungen lauten: 

{y — x) dz — zdy = 

(y — x)dx—{x'\-y)dy = Q 

Um diese beiden homogenen Differentialgleichungen zu integriren, setze 
man in dieselben 

y = tx 
unter t eine neue Variable verstanden^ man erhält dann: 

{t — l)dz — tz — — zdt = 

Die erste Gleichung lässt sich leicht int^riren ; thut man dies und setzt 
sodann für t seinen Werth -, so erh&lt man: 

X ' 

y 



2 arc tang - + % (^' + y^ ^ 2 a 



X 



Die zweite Gleichung geht, wenn man für — seinen aus der ersten 

sc 

1 -I- t 

Gleichung folgenden Werth — iJ.*^ ^^ einführt, über in 

de 1^ dt ^ 

und lässt sich nun auch integriren. Setzt man sodann auch in dem gefun- 
denen Integrale für t seinen Werth - , so erhält man : 

6 = fogr z -[- (urc tang — 

Es ist demnach das Integrale der vorgelegten partiellen Differential- 
Gleichung. 

hgz-\- arc tang | = g> [arc tang ^ + ^hg {x^ + y")j 

Spitzer, Integration partieller Differentialgleichangen. 4 
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unter ^ (arc tätig ~ -\- ^ log (x* -]- y^l eine willkürliche Function von 
arc tang - + ^ % (»* -f- y") verstanden. 

Aufgabe 32. 

Es sei (Band 3, Seite 137) 

z = p {ax -\- ßy) + q (yx + dy) 

unter et, ß^ y, ä constante Zahlen verstanden. 

In diesem Falle lauten die zwei Hilfs-Differentialgleichungen : 

{ax + ßy) dz — zdx = 
(ax -j- ßy) dy — {yx -|- dy) da? = 

Um diese beiden homogenen Differentialgleichungen zu integriren, setze 
man in beiden 

y = tx 
dadurch erhält man 

X {a -{- ßt) dz — z da? = 
(a + ßt) (tdx + xdt) — (y + dt) dx = 

Aus der letzten Gleichung folgt: 

dx_ _ (tt -h ßt)dt 

und durch Integration dieser Gleichung erhält man: 



; f (a + ßt) dt , 



Die erste Hilfs-Differentia]gleichung lässt sich so schreiben: 

/ \ Qj.\ dz dx 
(a + ßt)— = — 

und wenn man hierein far — seinen Werth setzt, dann beiderseits durch 

X ' 

ec -\- ßt dividirt, und integrirt, so erhält man : 

Es ist demnach das Integrale der vorgelegten partiellen Differential- 
gleichung : 

j f dt ti C (cc'\'6t)dt \ 

nur muss nach vorgenommener Integration statt t sein Werth - eingeführt 
werden. 

Aufgabe 33. 

Es sei (Band 3, Seite 141) 

nz = py — qx 
unter n eine beliebige Constante verstanden. 
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Die beiden Hilfs-Gleichungen lauten hier: 

ydz — nzdx = 
xdx -|- ydy = 

Die zweite Gleichung gibt integrirt: 

£c* 4- y' = ö' 
Wird hieraus y berechnet und der gefundene Werth in die erste Hilfs- 
Gleichung eingeführt, so erhält man 

de dx 

— = n 



l/a" — x^ 

und dies gibt integrirt: 

X 

logz = n arc «n — + 6 
Setet man hier für a seinen Werth, so ergibt sich 

loqz =^ n arc sin , . _ + b 

nnd dies lässt sich kürzer so schreiben: 

logz =: n arc tang \- b 

Demnach ist das Integrale der vorgelegten partiellen Differentialgleichung 

logz — naretang- = <p (x* + y«) 
Man kann dies auch so schreiben: 



oder kürzer: 



M arc tang — + 5P («' + y') 
2J = C ^ 



X 

n arc tang — 

z = e ^ . F(x^ + y^ 



wo F {x* -\- y") eine willkürliche Function von a?" + y^ ist. 

Aufgabe 34. 

Es sei die Gleichung (Band 3, Seite 141) 

z = p {x + y) — q{x -{-y) 

zu integriren. 

Die beiden Hilfs-Gleichungen lauten hier: 

(sc '\- y) dz -\- zdy = 
da? + dy = 

Aus der zweiten Hilfs-Gleichung folgt: 

liiedurch geht die erste Hilfs-Gleichung über in 

adz + zdy ^ 
hieraus folgt: 

alogz ■■\' y = b 
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oder wenn man für a seinen Werth setzt: 

{x + y) hgz + y^b 
es ist daher: 

{x + y) logz + y = q> {x + y) 

Aus dieser Gleichung ergibt sich folgender Werth von z: 

y 
z = e """"^Fix + y) 

unter ^ (o? + y) eine willkürliche Function von x -{- y verstanden. 

Aufgabe 35. 
Es sei (Band 3, Seite 142) 

z = p {x — 2y) + q {2x — 3y) 

Diese Aufgabe ist ein Specialfall der Aufgabe 32, und geht aus ihr 
hervor, wenn man in selber 

a = l, ß = — 2, y = 2, d = — 3 

setzt. Man erhält sodann: 

Werden die Integrationen verrichtet, und für t sein Werth - gesetzt, so 
erhält man: 

und hieraus folgt: 

' unter -f 1 % (y — x) — ^ > 1 eine willkürliche Function von 
hg{y—x) — -^j^zr^ verstanden. 

Lagrange's Methode der Integration partieller DüFerential- 

gleichnngen. 

§. 23. 

Wir haben in den Paragraphen 18 bis 22 den Weg gezeigt, den man 
einschlagen muss, um die lineare partielle Differentialgleichung 

Lp-^-Mq^N (16) 

in welchen L^ M, N gegebene Functionen von o? , ^ , z bezeichnen , zu inte* 
griren. Man muss nämlich, um die Gleichung (16) zu integriren folgende zv^ei 
simultane Differentialgleichungen aufstellen: 
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Mdz-Ndy = 
Mdx — Ldy = ^^^ 

sich hiebei etwa y und z als Functionen von x vorstellen, und in diesem 
Sinne integriren. Nehmen wir an, dass diesen beiden Gleichungen genügt 
wird durch 

t\ («^, y, «) = ft ^ ^ 

unter a und h willkürliche Gonstante verstanden, so ist: 

h=f{a) 

das Integrale der vorgelegten partiellen Differentialgleichung, vorausgesetzt 
erstens, dass / (a) eine willkürliche Function von a bezeichnet, und 
zweitens, dass in die Gleichung b =f (a) für a und b die in (22) auf- 
gestellten Werthe substituirt werden. 

Um die Bicbtigkeit dieser Methode zu beweisen, leitet Lagrange aus 

der Gleichung 

b=fia) 

die partielle Differentialgleichung (16) ab, und ist dies geschehen, so sieht 
Qian, dass in der That die Gleichung (16) eine blosse Folge der Gleichung 

b=f{a) 

ist. Differenzirt man daher die eben aufgestellte Gleichung zuerst partiell 
nach 0? und sodann partiell nach y, so erhält man: 





Durch Division beider 


dx *^ ^ ^ dx 
db xt f \ da 

ergibt sich 


und 


dies 


gibt 


ab da 
dx dx 
db d!a 
dy dy 

von Brüchen befreit die Gleichung: 



db da db da ^ .^^^ 

— ÄZ- TZ = ^ (^^) 



dx 3^ dy dx 
Aus den beiden Gleichungen: 

a = Fl (05, y, z) 

b = F^ (x, y, z) 
folgen : 

da = Ädx + Bdy + Cdz 

db = Edx 4- Fdy + Gdz 
Betrachtet man nun z als Function von x und y, so ist: 



(22) 



'31 = ^ + «'!' ¥, 
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Durch Substitution dieser Werthe in die Gleichung (26) erhält man die 
Gleichung 

iE + öp) {B + Cq) - {F-^ Gq) {A + Cp) =0 

und diese vereinfacht sich und geht, wie man sieht, in folgende über: 

BE—AF + piBG—CF) + q{CE— AG) =0 

Nun ist klar, dass die beiden Gleichungen: 

Adx + Bdy+Cdz = 

Edx-\-Fdy-\- Gdz = ^ ^^ 

nicht wesentlich verschieden sein können von den zwei Gleichungen 

Mdz-Ndy = 

Mdx — Ldy = ^^ 

denn aus den beiden Gleichungen (20) folgen durch Integration die beiden 
Gleichungen (22) ; und aus den beiden Gleichungen (22) gehen durch Differen- 
tiation die beiden Gleichungen (27) hervor. 

Sucht man daher aus den beiden Gleichungen (20) dx und dz und fuhrt 
man sodann die gefundenen Werthe in die beiden Gleichungen (27) ein, so 
müssen zwei Identitäten erscheinen, diese sind: 

AL + BM^CN=^0 

EL + FM+ GN = ^ ^ 

Aus diesen zwei identischen Gleichungen lassen sich leicht zwei andere 
identische construiren, indem man nämlich aus ihnen einmal das J/, und ein 
anderes Mal das N eliminirt. Thut man dies , so erhält man : 

L(BE—AF) +N{BG — CF)=0 
L (A G — CE) + M {BG — C F) = 

und diese beiden Gleichungen vertreten vollständig die beiden Gleichungen (28). 

Aus ihnen folgen: 

BE—AF= — ^{BG—CF) 

AG—CE = — ^{BG—CF) 

Substituirt man diese Werthe von BE — AF und AG — CE in die 
Gleichung 

BE—AF^p{BG — CF)+q{CE—AGF)=0 

so erhält man eine Gleichung, die durch BG — CF abkürzbar ist und dann 
sich durch eine einfache Beduction auf die Form 

Lp + Mq^-N (16) 

bringen lässt, welches in der That die vorgelegte partielle Differential- 
gleichuDg ist. 
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Jacobi's Integrations-Methode für lineare partielle Differential- 

gleichnngen erster Ordnung. 

§. 24. 

Auch Jacob i hat sich vielfach mit der Integration partieller Differential- 
gleichungen beschäftigt, und für die Integration linearer partieller Differential- 
gleichungen der ersten Ordnung folgende Methode gegeben. 

Wäre zu integriren die partielle Differentialgleichung 

Lp-\-Mq = N (16) 

so stelle man auf die beiden simultanen Differentialgleichungen: 

Mdz — Ndy = * .^^^ 

Mda — Ldy = ^^ 

welche sich auch folgendermassen schreiben lassen: 

äx dy dg /QQ\ 

^ = M = ir ^"^^^ 

and integrire dieselben. Ihre Integrale bringe man sodann auf die Formen: 

. F^ (X, y,z)=h ^^""^ 

in welcher auf der einen Seite der Gleichung die beiden willkürlichen Gon- 

stanten a und h, und auf der andern Seite bestimmte Functionen von x^ 
y^ z stehen. 

Die Gleichungen (22) geben differenzirt: 

^d. + ^dy^^dz = 

Setzt man hierin für dy und dz ihre aus den Gleichungen (29) hervor- 
gehenden Werthe, so erhält man folgende identische Gleichungen: 

dx ^ dy * dz 

L^ + M^ + N^ = 

dx * dy * dz 

hieraus schliesst Jacobi, dass die Integration der simultanen Differential- 
gleichungen 

T = U = 'i (29) 

eigentlich darin besteht, zwei solche von einander verschiedene Functionen 
von X, y und z zu finden, welche der partiellen Differentialgleichung 

i5f+^5f+^S' = (30) 

identisch Genüge leisten. 

Sodann behauptet Jacobi, dass, wenn die Functionen F^ (x, y^ z) und 
^2 (^t y, z) jede für sich der partiellen Differentialgleichung (30) genügt, 



56 

auch jede aus diesen Functionen zusammengesetzte Function diese Eigenschaft 
besitzt, nämlich der Gleichung (30) identisch zu genügen. 

Denn es sei: 
eine solche Function, so wird man, wenn man die beiden Gleichungen 

dx * dy ^ dz 



respective mit 



dx ^ dy ^ dz 



dfp ^^^ d<p 



dF, "™ dF^ 
multiplicirt, und sodann die Producte addirt, folgende Gleichung erhalten: 
j r dfp dF, , d^ dF^ l , j^ f dq> dF, , djp_ dF^ 1 , 

IdF, dx "T" dF, ■ da; J "^ ^ L^^. * äy "^ dF^ ' ~df } "*" 

und diese gestattet folgende Schreibweise: 

dx ^ dy ^ dg 

es wird demnach der partiellen Differentialgleichung (30) Genüge geleistet, 
wenn man in selber statt F den Werth q> {F^ , F^) setzt. 

§. 26. 

Nach diesen yorausgeschickten Betrachtungen ergibt sich nach Jacoby 
für die Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 

folgender Weg : 

Es sei 9 = eine Gleichung zwischen den drei Variablen x^ y, z (und 
z sei eine Function von x und y), so erhält man, da: 

d(f I dq> de 1^ 

dx ~^ dz ' dx 

dq) j^ dq> dz |-| 

dy "^ dz dy 

ist, wenn man hieraus j- und j- bestimmt und diese in (16) substituirt, 
folgende Gleichung: 

dx ^ dy ^ dz 

und dieser geschieht Genüge, wenn man für 9 irgend eine Function von 
-F, {x, y, z) und F^ (a?, y, z) setzt, 

Ist also die lineare partielle Differentialgleichung 

Lp + Mq = N (16) 
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. gegeben, so integrire man die simultanen Differentialgleichungen 



T ~ M — N ^^^^ 

Sind 

die Integrale der Gleichungen (29) und bedeuten in denselben a und h will- 
kfirliche Gonstante, so ist 

6=/(a) • 

das gesuchte Integrale der gegebenen Differentialgleichungen unter h eine 
willkürliche Function von a verstanden. 



Dritter Abschnitt. 



Pf äff* sehe Methode der Integration totaler Differential- 

gleiehungen der Form: 

Xdx + X^dx^ + X^dx^ + X^dx^ = (31) 

§.26. 

Bevor wir nun weiterschreiten mit der Integration partieller Differential- 
gleichangen betrachten wir totale Differentialgleichungen der Form (31), in 
welcher X^ X^y X^^ X^ gegebene Functionen sind von x, x^^ x^^ x^ und suchen 
selbe zu integriren. Zu dem Zwecke führen wir in die GleiohuDg (31) für o?, 
x^ und Xq neue Variable a^ , o, , o^ ein , mittelst den Substitutionen 

^9 = ^ («1» ^'«i a»j ^) (32) 

Aus diesen Gleichungen folgen: 

^^1 = g da. + g cid, + g da3 + §J da^ 

d^ = S^«.+5S^«. + S^-3 + i?d- (33) 

d-3 = tda.+gd-« + ^das + £^d- 

und durch Substitution dieser Werthe in die Gleichung (31) nimmt selbe fol- 
gende Gestalt an: 

+ X,^^da,-\-X,^da, + X,p^da, + X,^'dx+ (34) 

Der Abkürzung halber setzen wir nun: 

X-\-X,^£ + X,^+x/^=U (35) 
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(36) 



und haben dann statt der Gleichung (34) folgende Gleichung: 

A^ da^ + A^ da^ + ^3 doj, + üdx = 
Nun wählt P f a ff x^, x^, x^ dermassen , auf dass erstens 

ü = 
wird, und dass dann a; in -^|, A^ und A^ entweder gar nicht oder nur in 
einem, allen gemeinschaftlichen Factor M vorkomme; demnach müssen die 
beiden Brüche 

von X unabhängig sein^ d. h. es muss sein: 

Äfö) = »- r.(t) = « 

Diese beiden Gleichungen lauten entwickelt: 

' dx ^ dx ^ * dx ^ dx ^ 

und hieraus folgen nachstehende Gleichungen: 

1 dA, _ J_ dA^ _ j_ dA^ 
Ay dx A^ dx A^ dx 

Wir setzen nun jeden dieser Brüche gleich N^ und erhalten sodann: 

^ = ^^.' ^ = ^^.' 4f = ^^3 (37) 

welche Gleichungen wir nun in entwickelter Gestalt darstellen wollen. 

§. 27. 
Zu dem Zwecke betrachten wir nachstehenden Werth von A 

^ = -^.S' + ^«fe + ^fe (38) 

ans diesem Ausdrucke erhalten wir die verschiedenen Werthe von ^4, , A^^ A^^ 
wenn wir für a nach einander a, , o, , 03 setzen. DifFerenziren wir nun die 
Gleichung (38) nach o?, so erhalten wir: 

dA ___ dXj doj, j^ dJT, dx^ , dX^ da?g , 
dx dx da ' da; 1^ "^ da; da ' 

' '^ dadx ' * dadx "•" 3 ß,adx 

Nun ist aber wohl zu beachten; dass ursprünglich X| , ^ , X, als Func- 
tionen von Xf (Cj, 0^, x^ vorausgesetzt waren , dass aber dann statt x^y 
^^ osg vermittelst der Gleichungen (32) neue Yariabeln Oj, a,, a^ eingeführt 
wurden, demnach wird, wenn man irgend ein X nach x differenzirt, dies aus 
Tier Theilen bestehen, es ist nämlich: 
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dX, _ / dX^ \ , ( dX, \ dx, , ( dX^ \ dx^ , fdX, \ dx^ 

dx \ dx f \\ dxi / dx ' \ dxj ) dx \ dx^ ) dx 

dX^ __ ( dX^ \ , } dX^ \ dx^ , i dX^ \ dx^ , ( dX, \ dx^ 

dx \ dx J ' \ dx^ / da? ' \ dx^ f dx ~^ \ da^, / dx 

dX 



dx 



( dX^ \ , i dX^ \ dxi , i dXi \ dx^ . / dX^ \ dx^ 
dx / ^ \ dXi ) dx * \ dx^ / dx ' \ dx^ ) dx 



dÄ 

und daher hat man für j- folgenden Ausdruck: 

dÄ__dx, r/ dX, \ , (d^\ dx, , rdX, \ dx, , / dX^ X da?,! , 
dx da LI ^^ / \ dxt / dx "• \ dx, / dx "^ \ dx, / dx J "■ 

"^ da LW^ / ' \ d^. ) dx "^ \ dx, / dx "•" V dx, / dx J ' 

, dxg r/ dXg X , / dXj X dx, , / dX, \ dxg , / dXg \ dx,"[ , 

■^ da iX dx ß "^ \ dxj dx '^ \ dx, / dx "^ V dx, / dx J "^ 

+ -^1 4^ + -^a -Pj- + -X3 #^ (39j 

' * dadx ' * dadx ' ^ dadx ^ ^ 

Nun beabsichtigen wir hieraus die zweiten Differentialquotienten zu ent- 
fernen, und dies kann erreicht werden, wenn man die Gleichung 

nach a differenzirt. Thut man dies, so erhält man: 

dX , dXj dX| , dX, dx, , dX^ dxj . 
~dä ' döT ' dx ' dcT dx "•" da dx ' 

+ ^OT + ^£?x+^^ = (40) 

Es muss aber auch hier bemerkt werden, dass ursprünglich X, X,, 
X5, Xj als Functionen von a;, a?^, a?g, «3 vorausgesetzt wurden, dass dann 
statt a?! , a;, , a^g vermittelst der Gleichungen (32) neue Yariabeln o^ , a^, a^ 
eingeführt wurden ; demnach wiid , wenn man irgend ein X nach a differen- 
zirt, dies aus drei Theilen bestehen, es ist nämlich: 

dX _ / dX \ dx, , (dX\ dx, / dX \ dXj 

da \ dxi / da ' \dx,/da ' \ dXj / <ia 

dX, _ / dXA dx, , /dX, \ dx, , /dX,\ d^ 

da \ dx, / da ' \ dx, f da * \ dxg / da 

dX, _ / dX, \ dx, , / dX, \ dx, . / dX, \ dxg 

da \ dx, / da ' \dx, /da "'"xdx, /da 

dX» _ (dX^\ d£, , /d^\ ^ , /dX,\ d;^ 

da \dXi)da "^ \ dx^ / da "^ydx^/da 

und demnach kömmt man, diese Werthe in (40) einführend, zu folgender 
Gleichung : 

(^?l\ ^ 4_ / dX \ dx, , / dX \ dXg , 
~dXi } da '^'ydXiJda "^ \ dx, / da ' 
, dxi r/ dX, \ dx, , /dX,\ dx, , /dX,\ dx^l , 
■^ dx LI <^^i / da" "^ V da;, /da "^ \ dx, / da J "T" 
1 ^ r/ dX, \ dx, , / dX, \ dx, , /d3^\ dx^l ^ 
■^" dx LI da;, /da "^ \ dx, /da "»" V dxa / da J "^ 
, dx, r{dX,\ dx, , / dX, \ dx, , /dX,\ dx,"] , 
"^ dx LV dx, / da "^ \ dx, / da "r" \ da^ / da J "^ 

"T" ^1 dadx ■'' ^ dadx "^ ^ dadx "" ^ 



^^\ _ {^^\ = («, ß) 
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• 

Subtrahirt man nun die eben aufgeschriebene Gleichung von der Gleichung 
(39), so verschwinden, wie beabsichtigt wurde, die zweiten Differentialquotienten, 

dÄ 

und man erhält für ^— folgenden Werth: 

dx "" 

dx, f/dX,\ _ /_dX \ , [idX^\ _ (äX,Y\ dx, , r/dX, \ _ (dX^yi dx^ 

da\\dx} \dx,)'^[\dx^) \ dx, ß}dx ~^ [\dx^ f \dx,fjdxi'^ 
dx,(/dX,\ (dX\ . r(dX,\ ^dX,Y\dx, . r(dX,\ (dXA-ldxA 

'^daWdxf ydx^f^lXdx,) \dx, fjdx '^ l\ dx^ f ydxjjdxi^ 
dx,U dX^ \ (dX\ . [(dX,\ /dXAldx, r(dX,\ fdX,\'\dx,\ 

'^da\\dxj ydxJ'^Wdxi} \dx^)\dx '^l\dxj \dx^f}dxi 

Setzt man nun der Kürze wegen 

/dXa\ _ / 

\dxß ) \dXa ß 

so gestattet das ^— folgende Schreibweise: 

Cl X 

+ äf{(2.0) + (2,l)g + (2,3)g'} + 

+ §?{(3.0) + (3,l)g-f(3,2)^-^} 
Beachtet man noch, dass vermöge der oben eingeführten Bezeichnung 

(«'«) = (S^)-(S-)=o 

ist, so erhält man: 

§^ = £'{(1. 0) + (!>!)& + (1.2) ^ + (1, 3) J-f}-h 
+ ^J{(2.0) + (2,1) ^^ + (2,2)^ + (2,3) g} + 

4-ä-?{(3,0) + (3,1) Ifi + (3,2) If + (3,3) g) 

Setzt man hierein für a nach einander a^ , o^ und a^ , so erhält man aus 
dieser Formel die Werthe für 

dA, dA, dÄs 

dx * dx * dx 

Nun soll, vermöge der Gleichungen (37), welche der Grössen a, , a^, a^ 
man auch für a setze, stets 

dx 

sein, oder wenn man im zweiten Theile dieser Gleichung für A seinen in 
(38) aufgestellten Werth setzt, so hat man : 

dA 

Die beiden Werthe , die wir nun für ^ gegeben , sind einander gleich; 
wenn folgendes System von Gleichungen stattfindet: 
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NX, = (1,0) + (1,1)|J' + (1,2) g + (1,3) ^ 
NX, = (2,0) + (2.1) ^5 + (2,2) g 4- (2,3) If 

NX, = (3,0) + (3,l)fj + (3,2) g + (3,3) ff 

Diese drei Gleichungen reichen aber nicht hin zur Bestimmung der vier 
unbekannten x^, x^^ x^ und N, weil zu diesem Zwecke offenbar vier Gleichungen 
erforderlich sind. 

Um nun diese vierte Gleichung zu finden, verfahre man auf folgende Art : 

Man multiplicire die drei so eben aufgestellten Gleichungen der Beihe 
nach mit 

da?i do^ dx^ 

dx ' dx ' dx^ 

addire dieselben, bemerke aber zugleich, dass 

(a, ß) = - (/S, «) 
ist, hiedurch erhält man: 

Nun ist aber 



' ^ dx * ^ dx * ^ dx 



folglich wird 



-NX={l,0)fj + (2,0) §f + (3,0) If 
und diese Gleichung gestattet folgende Schreibweise: 

2^Z = (0,0) + (0,l)|f' + (0,2)g+(0,3)|f 

I 

§. 28. 

Die Aufgabe, welche sich Pf äff stellte, war die, in die gegebene 
Gleichung 

Xdx + X^ dxy + X^dx^ + X^dx^ = (31) 

für 07^, oc;,, a?, neue Variable a^, a^^ a^ einzuführen mittelst der Substitu- 
tionen 

a^ = §2 (öp «51 »3» «^) (^^) 

a^3 = §3 («n ^» ^» ^) 

und diese neuen Variablen so zu wählen, auf dass die Gleichung (31) über- 
gehe in nachstehende Gleichung: 

A^da^ + A^doq + A^da^ = 
woselbst in A^^ A^, A^ entweder gar kein x vorkömmt, oder nur in einem, 
ihnen allen gemeinschaftlichen Factor. Wir haben im Laufe unserer Bechnung 
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eine Hilfegrösse N eingeführt, und sind schliesslich zu vier Gleichungen ge- 
langt, aus welchen sich x^y x^, x^ und N berechnen lassen. 

Diese vier Gleichungen sind nachstehende: 

(0,0) + (0, 1) g + (0,2) U + (0,3) j^-=NX 



(1,0) + (1, 1) ^ + (1,2) g + (1,3) IJ- = NX, 
(2, 0) + (2, 1) ^J + (2, 2) ^ + (2, 3) Jf = NX^ 
(3,0) + (3, 1) g- + (3,2) If + (3,3) fj = NX, 



(41) 



Wir nehmen nun an, dass sich diese vier Gleichungen iutegriren lassen, 
und dass sich aus ihnen das N ergibt und x^, o?,, x^ in der Form 

a^a = §2 («1» ««» «3, ic) (32) 

^8 = §3 K» ^» ^31 ^) 

woselbst a^, a,, a, willkürliche Constante bedeuten, und behaupten sodann, 
dass, wenn man in die vorgelegte Gleichung (31) fflr x^, x^, x^ diese so 
eben gefundenen Werthe einfuhrt, unter a, , o,, 03 Variable verstanden, man 
hiedorch auf die Gleichung 

geführt wird. Denn verfolgt man mit den so eben angegebenen Werthen von 
^\y ^2) ^3 Schritt fQr Schritt den früher betretenen Weg, so gelangt man zu 
den Gleichungen (41), und diese werden durch die Gleichungen (32) be- 
friedigt, und zwar sowohl, wenn a^, o,, o^ als Constante, als auch, wenn 
selbe als Variable angesehen werden ; denn in den Differentialgleichungen (41) 
kommen blos nach x genommene Differentialquotienten vor, d. h. Differential- 
quotienten, in denen die a^, a,, 03 als constant betrachtet werden. 

§. 29. 
Wir sahen im Vorhergehenden , dass, wenn man in die Gleichung 

Xdx + X^dx^ -f- X^dx^ -^ X^dx^ = (31) 

für scj, a?2, ^3 nachstehende Substitutionen macht: 

^« = 5» («t» ««> «3» «) (32) 

^3 = ?3 («H «tti Ö3, x) 

man die Gleichung 

A^da^ + AqdcL2 + A^da^ = 

erhält, aus welcher jede Spur von x verschwunden ist. Man kann nun gleich 
im Laufe der Bechnung auf diesen Umstand Rücksicht nehmen, und selbe 
dem entsprechend vereinfachen. 

Statt nämlich in die vorgelegte Gleichung (31) für a?, , ac, , o;, die in 
(32) aufgestellten Substitutionen zu machen, setze man in den Gleichungen 
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(31) und (32) x = Oy man erhält sodann, da hiedurch <2a; = wird, statt 
der Gleichung (31) die einfachere Gleichung 

XI dx, + XI dx^ + X\ da?3 = 

woselbst ZJ, ZJ, X\ solche Functionen von a^, x^, x^ sind, welche aus 
Zj , Zq , Z3 entstehen , wenn man in denselben a? = setzt. Schreibt man 
dann in der so eben vereinfachten Gleichung 

«i =^1 K? ««; «3> 0) 
aJa = §« («i> <hy «3; 0) 
«a = ^3 («1; ««> «3, 0) 
so gelangt man offenbar zur selben Gleichung 

-4, da^ 4- -4q dojj + -^3 da3 = 

Sollte der dem x beigelegte Werth Unbequemlichkeiten verursachen, 
so kann man für x jeden anderen Zahlwerth setzen. 

§.80. 

Sei z. B. die Gleichung (siehe meine im Jahre 1854 veröffentlichte 
Arbeit in Grunert's Archiv für Mathematik, 23. Band, Seite 453) 

ajj dx -)- x^dx^ 4" (x^dx^ + xdx^ = 
zu integriren. 

Ffir diesen Fall ist 

Z=a7, , X^ = Xq, Za = a53, X^ = x 

ferner ist: 

0'2) = 4^-4f = 1 

folglich sind die vier Gleichungen, aus denen 

xV, aj| , a^, a?3 
bestimmt werden sollen, folgende: 

^« _ ^-?^ — : Nx 

dx dx ' 

- 1 -\-p =Nx, 
1 _ ^ = ^ar 
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Durch Addition der ersten und dritten Gleichung ergibt sich 

und durch Addition der zweiten und vierten 

JV (a; + aj J = 
Beiden so eben aufgestellten Gleichungen genügt man für 

Setzt man nun diesen Werth von N in obige vier Gleichungen, so erhält 
man blos zwei von einander verschiedene Gleichungen, nämlich 

dx dx 



-1+5? = « 



woraus sich durch Integration 



a?j ^3 — a. 



x^ — a» = o^ 

ergibt, unter a, und o, willkürliche Gonstanten verstanden. Diese zwei Glei- 
chungen reichen aber nicht hin zur Bestimmung von x^^ x^ und x^» 

Wir sehen also, dass uns hier der von Pfaff gelehrte Weg nicht ganz 
zum gewünschten Ziele führt. 

Wir setzen daher, um die Gleichung 

a?j dx + Xqdx^ -\- a^dx^ -f- xdx^ = 

zu integriren, einstweilen blos für x^ und a?^ ihre Werthe, nämlich : 

«i = «1 + «3 

a?2 = o, + a? 
Uebei a^ und a^ als neue Variable betrachtet, und erhalten dadurch 

(a, + 2x^) dx -^ {a^ -]- 2x) dx^ + («« + ^) ^«i + a^s^a« = 
Jetzt ist noch fQr x^ eine solche Function von a;, a,, a,, o, zu sub- 
stituiren, auf dass diese Gleichung die Form 

A^ da^ + A^da^ + A^da^ = 

annimmt , und folglich identisch auf = führt , wenn man o, , o, , o, als 
Constante ansieht. 

Unter Voraussetzung constanter Werthe von a^ und a, geht aber die 
obige Gleichung über in 

(Oi + 2a?3) dx +■ (ag + 2x) da?, = 
und diese gibt integrirt: 

OiX + Ojajj + 2aja;3 = a^ 
woraus 

<h — <h^ 

folgt. Führt man nun diesen Werth von x^ und den daraus hervorgehenden 
Werth von dx^^ nämlich: 

Spitzer, Integration partieller Differentialgleicbniigen. 5 
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» _ — (g, 0» + 2a,) dag - (g, a; 4- 2a?*) da, + {g^x — q,) da> + (o, + 2ag) da, 
» ~ (o, + 2a;)» 

in die Gleichung 

(Oi + 2053) da? +- (o^ + 2«) da^ + («« + a?) d«i + x^da^ =: 
ein, so erhält man nach einiger Beduction die Gleichung: 

a^da^ + doj = 
Wenn man daher in die Gleichung: 

x^dx 4- x^dx^ + x^dxq + scda^s = 
die Substitutionen: 

- - -^TY^ 

a^ = a^ + a? 
3 a^'^2x 

durchführt, so geht dieselbe über in: 

ctqda^ 4" da^ = 

Aus obigen drei Gleichungen folgt aber: 

dj = ajj Xß 
o^ = aig — a; 
flß ^ a?a?j -j- a^^a^j 

demnach kann man die vorgelegte Gleichung auch so schreiben: 

(ai^ — x) d (ar, — x^) -{• d {xx^ -\- x^x^) = 

und hieraus sieht man, dass man ihr genflgt, wenn man 

^1 — «8 = Ci 

XX^ + X^Xß = C, 

setzt, unter C^ und C^ willkflrliche Constante verstanden. 
Anmerkung. Durch Substitution von 

^»"^■*" a,+ 2a; ' «ii — ör, -|- a? , x^^^^^^ 

in die Gleichung 

a?! dx + a^dX| + a;,daj^ -f" xdx^ = 

gelangten wir zur Gleichung 

a^da^ + da, = 

Man kann auch nach §. 29 kürzer zu dieser Gleichung gelangen , wenn 
man die Substitutionen: 

in die Gleichung 

x^dx^ ~)~ Xj^doc^ = 
vollführt. 



Vierter Abschnitt. 



Integration partieller Differentialgleichungen der ersten Ord- 
nung von nicht linearer Form. 

§. 31. 

Eine Integrationsmethode für partielle Differentialgleichungen der ersten 
Ordnung von nioht linearer Form zwischen einer abh&ngigen und zweier un- 
abhängigen Variablen verdankt man Lagrange. 

Nach ihm beschäftigte sich Ff äff mit demselben Gegenstände^ und lehrte 
die Integration partieller nicht linearer Differentialgleichungen für eine ab- 
hängige und beliebig vielen unabhängigen Variablen. 

Jacobi stellte die Ffaff'schen Arbeiten in höchst eleganter Weise dar, 
und zeigte, welche wesentliche Vereinfachungen die Ff äff 'sehe Methode föhig 
ist Ich will nun auf Grundlage der genannten Arbeiten zeigen, wie Diffe- 
rentialgleichungen der Form 

9(^9 Vy 2i Pi ?) =0 (42) 

die man sich auch so geschrieben denken kann : 

? = *(»» y^ «j p) 
zn integriren seien. 

Ff äff substituirt in die Gleichung 

dz-=ipdx -\' qdy (17) 

statt q seinen Werth, und erhält hiedurch für da; nachstehenden Ausdruck: 

dz=pdx + ^ (aj, y, z, p) dy (43) 

in welchem die vier Variablen 

«, y, »1 p 
erscheinen. Nun zeigt Ff äff, dass er stets im Stande ist, die eben aufge- 
schriebene Gleichung folgendermassen darzustellen: 

K,dC^ + K^dC^ = (44) 

in welchen K^, K^, Q, CJ, Functionen sind von a;, y, 2 und p. 

6* 
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Der Gleichung (44) wird Genüge geleistet: 

Erstens, wenn man jP\ = a und F^r=b setzt, unter a und b will- 
kürliche Constante verstanden; 

Zweitens, wenn man C^ gleich einer willkürlichen Function von Q, 
etwa Ci=f (CJ,) setzt, hiedurch geht die Gleichung (44) über in : 

und diese wird befriedigt, für 

Drittens, wenn man K^ = 0, Ä^ = setzt 

Jede dieser Annahmen führt in der Segel zu einer eigenen Lösung der 
vorgelegten Differentialgleichung; man hat nämlich 
Im ersten Falle aus den beiden Gleichungen: 

Ci ^= a^ Cj = 6 

das p zu eliminiren, und findet so eine Auflosung der partiellen Differential- 
gleichung, in welcher zwei willkürliche Constante a und b erscheinen; 
Im zweiten Falle aus den beiden Gleichungen: 

das p zu eliminiren , und findet so eine Auflösung der vorgel^ten partiellen 
Differentialgleichung, in welcher eine willkürliche Function erscheint; endlich 
Im dritten Falle aus den beiden Gleichungen 

je;=o, k^ = o 

das p zu eliminiren. Im Besultate der Elimination erscheint hier weder eine 
willkürliche Constante noch eine willkürliche Function. 

AUe diese drei Lösungen haben einen bestimmten, unter sich verschie- 
denen Charakter. Pf äff hat nur die zweite dieser Lösungen angegeben, 
Jacobi die übrigen. 

§. 32. 

Nehmen wir also die partielle Differentialgleichung 

9 («; yi «1 P, ?) = (42) 

vor, suchen hieraus das ^ , welches 

2 = * (jc, y, z, p) 

sei, und substituiren diesen Werth in 

dz = pdx A- gdy (17) 

hiedurch erhält man : r ^^ y y j 

dz=pdx -f if (aj, y, z, p) dy (43) 
und diese Gleichung denkt sich Pf äff in folgender Weise geschrieben: 

— dz -\- pdx -h ^ {x, y, z, p) dy -j- . dp = (44) 
in welchen der Coefficient von dp gleich Null ist, und behandelt sie nach der 

im vorigen Abschnitte auseinandergesetzten Methode. Identificirt man daher 
diese Gleichung mit der Gleichung 

Xdx + X^dx^+ X^dx^ + X^dx^ = (31) 
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SO hat man zu setzen: 
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Ferner hat man: 








(0, 1) _ 


dX 

dx. 


dx 





^ ' ^ dajj dx de 

n 9\ — ^^1 ^^ — d^(Xy y, g, p) 

Demnach sind die vier Differentialgleichungen (41), welche in dem 
Probleme des vorigen Abschnittes zur Bestimmung von a?|, o?,, x^ und N 
dienten; und also hier zur Bestimmung von Xy y^ p und N erforderlich sind, 
nachstehende : 

_ d^{x,y,z,p) ^äy__j^ 
dz dz 

__ dn>{x, y,z,p) dy.dp__ ^ 
dx ' dz~^ dz '^ 

dii}{x,y,z,p) . diij{x,y,z,p) dx , dtif(x,y,z,p) dp __ ^ , . 

(f^^ • d^ d^ ■*" dp 'dz — ^^^^^^y'^'P^ 

__ d^ d^(a?,y,g,p) dy__Q 

di; djp d« 

Schreibt man der Kürze halber statt ^(o;, y, z, p) blos ^, und multi- 
plicirt man sämmtliche Glaichungen mit dz, so gestatten diese Oleichungen 
folgende Schreibweise: 

^ . dy = Ndz" 
— d^'^y + ^V = ^P^^ 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen das N, indem man nämlich aus 
der ersten Gleichung N sucht, und dasselbe in die anderen Gleichungen ein- 
setzt, so erhält man: 



70 

Aus den ersten dieser Gleichungen folgt: 

aus der letzten folgt: 

dx = — j^ dy 

und diese Werthe in die zweite Gleichung eingeführt, liefert: 

dtlf j dib drb j , dib /dtp . dt^\j , d^f j 

und hieraus folgt: 

dz = ^^ — pj^^dy 

Die drei Gleichungen; welche demnach zur Bestimmung von x, y und p 
dienen, lauten somit: 

dz = [it>-V^)dy 

§. 33. 

Um diese drei Gleichungen einfacher darzustellen, denke man sich die 
gegebene partielle Differentialgleichung in der Form 

9 («1 »1 «» P» S) =0 (42) 

gegeben. Sie wird identisch, wenn man für q ihren Werth ^ (a?, y, s, p) 
einfahrt. Eine identische Gleichung bleibt aber identisch, wenn man sie nach 
was immer für einer Grösse differenzirt; demnach hat man, wenn man die 
Gleichung (42) zuerst nach sc, sodann nach z und schliesslich nach p diffe- 
renzirt, die Gleichungen: 

^4-^.^ = 

dx*dq dx 

dq> id^ d^ ^^Q 
st ~^ dq' de 

dq> , d<p dfp ^ 

Jp ' 3g ' dp 

aus welchen ^ , J^ und ^ berechnet werden können. Aus ihnen ergeben sich : 

dij} dx 

dx d(p 

3« 



-1 
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dq> 

dip dz 

dz dq> 

3« 

d(p 

dip 3p 

dp d(p 

Dnrch EinfBhrung dieser Werthe gehen die Oleichungen (45) Aber in : 

Setzt man in die zweite dieser Gleichungen vorerst statt ^ seinen Werth q^ 
setzt man femer der Kürze halber 

Prp'^9Tq = '^ 
80 erhält man aus der zweiten Gleichung 

Diesen Werth in die erste und dritte Gleichung eingeführt , liefert : 



<"- = - r (a! + * t!) ■<' 



§. 34. 

Soll daher die partielle Differentialgleichung 

V («1 y» 2, Pi j) = (42) 

integrirt werden, so stelle man vor Allem folgende drei simultane Differential- 
gleichungen auf: 

Pdx := ä^ • ^^ 

Pdy= ^^^dz (46) 

woselbst 

ist, und integrire dieselben. Nehmen wir an, es ergeben sich als Integrale 
dieser Gleichungen: 

a? = S («1» ^» ^8» ^) 

» = 7 («11 «a, oj,, z) (48) 

p = %{a^, o,, a,, z) 
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so führe man in die Gleichung 

dz := pdx -\- il> (xy y, 2, p) dy (43) 

für Xj y, p neue Variable aj, o^, o^ ein mittelst der Gleichungen (4^), man 
erhält auf diese Weise eine Gleichung folgender Gestalt : 

A^dui + A^daq -{- A^da^ = 

in welcher ilj, A^, A^ reine Functionen sind von a^, a,, a^. Diese Gleichung 
lässt sich stets nach den in dem ersten Abschnitte gezeigten Methoden auf 
die Form 

K,dC^ +^-,^^ = (44) 

bringen. Wie man dann weiter zum Integrale der vorgelegten Gleichung ge- 
langt, wurde im §. 16 dargelegt. 

Beispiele über die Integration nicht linearer partieller Diffe- 

rentialgleichnngen der ersten Ordnung. 

§. 35. 

1. Beispiel. 

Es sei zu integriren die Gleichung (3. Band, Seite 64) 

2>g— 1 = 

Um selbe zu integriren , stelle man folgende drei Hilfs - Differential- 
gleichungen auf: 

Pdx = p^dz 
Pdy= 'l^dz 

woselbst 

ist. Da in unserem Beispiele 

9=rpgf— 1 

ist, so hat man: 

dq> dqp dqp ^ d^ ^ 

5^— ?> dgi—P^ dx~^' dÄ""" 

demnach ist: 

F=2pq 

und obige drei Differentialgleichungen lauten: 

2pqdx = qdz 
2pqdy = pdz 
2pqdp = 
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Aus der letzten Gleichang folgt 

unter a^ eine willkürliche Gonstante verstanden. Die ersten zwei Gleichungen 

werden hiedurch 

2aidx:= dz 

2 qdy = dz 
Die erste dieser Gleichungen liefert integrirt: 

2 Oj a; = «5 + a, 
anter o, eine willkürliche Gonstante verstanden. Die Gleichung 

2 qdy = dz 

geht, da j = ^ , d. h. j = — ist, über in 

— dy = dz 

hieraus folgt: 

2(iy = o^dz 

und durch Integration erhält man: 

2y — c^z-]r<h 
Die Integrale der drei Hilfs - Differentialgleichungen sind daher: 



2 
«8 ihnen folgen: 


P 

2y 


-z + 
^•a^z 


4- «3 






' 1 o> 

* — 2a. ■»" 2a. 












«1 =P 


y 2 • 2 












Oj — 2pa; — z 


Ffihrt man nun in die 


Gleichung 








a^ — 2y pz 


• 


dz • 


= pdx 


+ 


1 

p 


dy 





für a;, 2^ und p die so eben aufgestellten Werthe ein, indem man a,, o^, ag 
als neue Variable betrachtet, so hat man, da 

dx = ^<^^ + <*°») — (^ + 'H)<>g. 

2 a* 

dy = \a^dz + ^zda^ + ^da^ 
ist, statt obiger Gleichung folgende: 

oder reducirt: 

ttj doji — a^da^ + dog = 

Man kann diese Gleichung beiderseits durch a\ dividiren, und erhält dann 
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und dies läset sich auch so schreiben: 

welche nun die gewünschte Form 

hat. 

Setzt man hierein statt ^^ (h'i ^ ^^^ Werthe, nämlich 

o, = 2px — z 

SO erhält man: 

d{2x-^) + ^,d{2y-pz)=0 

oder von Brächen befreit: 

p« d{2x-^) + d (2y -pz)=0 

was entwickelt zur vorgelegten Qleichnng 

dz =^ pdx -| dy 

führt. 

Dieser Gleichung genügt man nun: 
Erstens, wenn man 

iy—pz = c; 

setzt) unter (7| und C, willkürliche Gonstante verstanden. Aus dieser Oleichang 
folgt durch Elimination von p 

z^=&x-C,)(2y-C^) 

Zweitens, wenn man 

2x — ^ = q>{2y — pz) 

setzt, unter q>{2y — pz) eine willkürliche Function von 2y — pe verstanden. 
Setzt man aber 

2« — I = tpi2y — pz) 
so geht unsere Gleichung 

p^d(2x- j) + d(2y -pz) =0 

über in: 

p^q>'{2y-pz) + 1=0 

Eliminirt man nun aus den beiden Gleichungen 

2x — ^ = ip{2y—pz) 
p^q>'(2y-pz) + l=0 
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das p, so ist die resultirende Endgleichung das vollständige Integrale der 
Torgelegten partiellen Differentialgleichung. 

2. Beispiel. 

Es sei zu integriren die partielle Differentialgleichung (Band 3, Seite 68) 

p« + 5» = 1 

Behufs Aufstellung der drei Hilfe - Differentialgleichungen construiren 
wir aus 

9> = P' + ?'-l 
nachstehende Formeln: 

Alsdann ist 

P=2p« + 2}» = 2 
und die drei Hilfs - Gleichungen lauten: 

dx^=pdz 

dy r=: qdz 

dp = 
Aus der letzten Gleichung folgt: 

p = (h 
anter o, eine willkürliche Constante verstanden. Die erste Gleichung wird 
hiednrch 

dx =: (j^dz 

und gibt integrirt: 

Die zweite Gleichung wird, da aus der vorgelegten Gleichung q=y^l — p^ 
folgt: 

dy = ]/l — al dz 

und gibt integrirt: 

y = Vi — aj 2 4- Oj 

Die Integrale der drei Hilfs - Differentialgleichungen sind daher: 

p = (h 

X = a^z -|- o, 

und aus ihnen folgen: 

a^ = X — pz 

«8 = » — Kl — P' • 2 
Fahrt man nun in die Gleichung 

dz = pdx 4- V^l — p* dy 
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I 

für a?, ^, p neue Variable aj, o,, o^ ein, mittelst der Gleichungen 

y = ]/l — af 25 + 03 

so erhält man, da hieraus 

dx = a^dz -\~ zda^ 4" ^^ 

dy = l/r=^ dz - -^=^ + rfa, 

folgt, 

dz = a, (a^ dz + zrfa, + da«) + l/H^ (Vl^^dz — ^^^\ + da,) 

Reducirt man diese Gleichung, so erhält man: 

a^da^ + V^l — aj doj := 

welche Gleichung die gewünschte Form K^dC^ -\- K^dC^=^0 hat 

Setzt man nun hierein für a|, a,, 03 ihre oben aufgestellten Werthe, 
so erhält man: 

pd{x — pz) +l/"l— p' d(y — 1/1— p'2) =0 

welche entwickelt mit der Gleichung 

dz = pdx -\- V^l — jp^ d^^ 
übereinstimmt. 

Man genügt nun der so eben gefundenen Gleichung: 

Erstens, wenn man 

X — pz=^ C^ 

y-yr=rp,z = c, 

setzt, unter C^ und C, willkürliche Gonstante verstanden. Eliminirt man 
aus beiden Gleichungen das p , so erhält man als Integrale der YOi^elegten 
Gleichung 

Zweitens, wenn man 

X -- pz =: q> (y — V^l — p^ z) 
und 

pfp' (y _ i/nrp^) + Kr=^« = 

setzt, und aus diesen beiden Gleichungen das p eliminirt. 

3. Beispiel. 

Es sei zu integriren die Gleichung (Band 3, Seite 96) 

z = mpq 

unter m eine constante Zahl verstanden. 
Für diesen Fall ist also 

<p = z — wpq 
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Dnrch Differenziren erhält man: 

Femer hat man 

Die drei Hilfs - Differentialgleichungen lauten: 

2 z dx =i mqdz 
2 z dy = mpdz 
2 z dp = p dz 

Aus der letzten Gleichung folgt: 

p^ = a^z 

woselbst Ol eine willkürliche Gonstante bezeichnet. Setzt man hierein für z 
seinen Werth mpq^ so erhält man 

p^ = a^mpq 

woraus 

P 

folgt Die zwei ersten Hilfs-Gleichungen gestatten nun folgende Schreibweise: 

2 z dx = — de 

2z dy = mpdz 
Durch Division erhält man: 

dy 

dx ■ 

somit ist: 

y = a^mx + Oa 

Durch Division der zweiten und dritten Hilfs-Oleichung erhält man: 

dp 
folglich ist: 

Die drei Integrale der Hilfs-Gleichungen lauten somit: 



p'^^^a^z 










y = 0,9110? + 


<h 








y —mp + a^ 
Hieraus folgen: 










x = \/' + ^ ^ 






«t = T 




y = »i|/ai« + a3 






«« = »"- 


z 


Ffilut man nun in die Gleichung 






«8 = y- 


• mp 


dz := pdx + ; 


Z 

mp 


dy 
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Ar X, y and p neue Variable a^, a^, a^ tön, nämlich 

so erhUt man, da hieraus 
folgt: 

L 2cig 1/0^2 nia* J 

Dnrch Bedaction dieser Oleichnng erh&lt man: 

(Oj — Oji) cfoj — Ol da^ + ^Oj dog = 
nnd diese kann auch so geschrieben werden: 

(o, — Oj) da, -|- «1^ (2aj — aj = 
Setzt man hierein Ar o, , o, , o, ihre Werthe, so erhält man : 

Es gestattet daher die Gleichung 

dz = pdx -\ dy 

folgende Schreibweise: 

ni(z-px)d(^)+pd{if-2mp^^) = 

Ihr genflgt man: 
Erstens, wenn 

y-2mp + ^ = C^ 

gesetzt wird, unter C^ nnd C, wiUkflrliche Gonstante verstanden. 

Der partiellen Differentialgleichung genügt daher jener Werth von z, der 
sich durch Elimination von p aus diesen beiden Gleichungen ergibt; 

Zweitens, wenn 

^ = ^{y-2n.p+^) 
und 

m (« — px) 9' (y — 2mp + -''^) +1> = 

gesetzt wird , und aus beiden Gleichungen das p eliminirt wird ; 
Drittens, wenn 

p = und z — |)ac = 
gesetzt wird, woraus 2 = folgt. 
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4. Beispiel. 

Es sei zu integriren die Qleichnng (Band 3, Seite 111) 

px + qy = mpq 

unter m eine Constante Yerstanden. 
In diesem Falle ist 

9 = p« + jy — wipsf 
Demnach hat man: 

d(p ^ d<p ^ dip d(p 

und es ist 

P=z p (x — mq) + 5 (y — ^p) = — mpq 
Die drei Hilfs- Differentialgleichungen lauten: 

— mpq dx = (x — mq) dz 

— mpq dy = (y — mp) dz 

— mpq dp = — pdz 

Wird aus ihnen das q mittelst der gegebenen Gleichung hinweggesöhafft, 
so erhält man die Gleichungen: 

mp^dx = ydz 
mp^xdy = (y — ♦»!>)' ^^ 
mpxdp =: {mp — y) dz 

durch Division der beiden letzten Gleichungen ergibt sich: 

dy 

woraus sich durch Integration ergibt: 

onter a^ eine willkflrliche Constante verstanden. 

Setzt man den sich hieraus ergebenden Werth von y in die erste und 
dritte Hilfs - Gleichung , so erhält man: 

2mp^da = {mp^ -{' 2a^) dz 
2 mp^xdp = (in jp* — 2 aj) dz 

Durch Division dieser beiden Gleichungen ergibt sich: 

pdx wjp*4"^<*i 

xdp i»p* — 20^ 

Hier lassen sich die Variablen sondern, und man erhält sodann durch 

Integration 

_ aa(wp*— 2aJ 

X — 

P 

unter o, eine willkürliche Constante verstanden. 

Setzt man die gefundenen Werthe von x und y in die erste Hilfs- 

Gleichung, so erhält man: 

2a, mp (wip* + 2a,) dp = (mp^ + 2ai) dz 
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und diese gibt reducirt: 

2a^ mpdp = dz 
woraus 

folgt. Die Integrale der drei Hilfs - Gleichungen lauten demnach: 

P 

mp I aj 

Q 

z = üqfnp — Og 



und hieraus ergeben sich: 



171 Q 

«1 =py — -Q-r 



^ '"' 2(iw|) — y) 

mp*x 

^— 2(mp-y) ^ 

Führt man nun in die Differentialgleichung 

dz = pdx H dy 

^ ' mp — y ^ 

fQr CT, y und z die neuen Variablen a^, o,, a, ein, so hat man, da 

dx = - {mp^da^ + 2faa^pdp — 2a^ da^ — 2c^d<i^ — —^ (»»P* — ^Oj) dp 

dz = 2ma^pdp + wip^doj — doj 
isty statt obiger Gleichung folgende: 
ma^pdp — da^ = 

= - 2a. io. - 2a.da. + 1^ + _|^ ( « rfp + Ä." «.^) 

und wenn man auch noch in ^^ für x und y ihre oben aufgestellten 
Werthe setzt: 

mp — y mg Oj^ *^ 

2 pi 

SO erhält man: 

dcL^'=z2a^da^ 
Die Gleichung: 

d« = pdx A — dy 

geht daher durch Einführung neuer Variablen über in : 

da^ = 2a^ da^ 

und wenn man hierein statt a|, o^, a, ihre Werthe setzt; so sieht man, dass 
die vorgelegte Gleichung folgende Schreibweise gestattet: 
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Man genügt daher der vorgelegten partiellen Differentialgleichung: 
Erstens fQr 

'"^'^ - 2« = c; 

mp — y ■ 



mp — y 

unter (7| und (7, willkürliche Gonstante verstanden , wenn man nur aus beiden 
Gleichungen das p eliminirt; 
Zweitens für 



mp 



— y ^ymp — yf 



wenn man gleichfalls aus diesen beiden Gleichungen das p eliminirt. 

5. Beispiel. 

Es sei zu integriren die Gleichung (3. Band, Seite 114) 

Xpq = a^y^ 

unter X eine Gonstante verstanden. 
Für diesen Fall ist: 

tp = Xpq — a?'y' 
und nun hat man: 

— = -2xy, sj-O, ä^-H^ d^-^P 

ferner hat man 

P=2Xpq 

Die drei Hilfs- Differentialgleichungen lauten nun: 

2pdx = dz 
2qdy = dz 
Xpq dp = ocy^dz 



•idi« 



Setzt man in diesen Gleichungen für q seinen Werth -~ so gehen 

selbe über in: 

2pdx = dz 
2x^y^dy = Xpdz 
xdp = dz 

Aus der ersten und dritten folgt: 

2pdx = xdp 
und hieraus 

a?' = a^p 

Setzt man das hieraus gefundene p in die ersten zwei der drei Hilfs- 
Gleichungen, so erhält man: 

2 x^dx = (i^dz 
2€i^y^dy = Xdz 

Spitser, Integration partiell« Differentialgleichnngsn. 6 
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Durch Integration ergibt sich nun: 



^a^y^ = kz + a^ 
führt man nun in die Oleichung: 

dz=pdx'\'^dy 

ßlr p^ X und y neue Variable 01,09,03 ein, mittelst der Gleichungen: 

^a^y^ = Iz + a^ 

so hat man, da hieraus zunächst: 

2x^dx = Ojdz 4" zda^ + ^^ 
2oiy«dy + fy^doj =Xdz + da^ 

folgt, und weiters: 

dx = Y^ («1 ^^ + 2doi + da^ 

^y = "6^ (3 *^^ + 3 doj, - 2y»do,) 
für die obenstehende Gleichung, folgende: 

dz = ^(a,dz + zda, + da^ + -j^ (3 kdz + 3do3 - 2y*da^) 

oder reducirt: 

AdOg — 03 da^ -}- Ol dog = 

Diese Gleichung gestattet folgende Schreibweise: 

2a|do3-f d(Aa, — 0,03) =0 

Nun ergeben sich aus den Integralen der Hilfs- Differentialgleichungen 
für 0|, Og, Og folgende Werthe: 



«. = T 






a, = |a* — 



P 



«3 = ^-A« 



Demnach lässt sich die Gleichung 



•)«j« 



dz=pdx'\-^^dy 
folgendermassen schreiben: 

^<'[H^-"]+4'-"-^]=» 

oder noch einfacher: 

a^d [^ - %Xz\ + pd [a«» - ^] = 

Dieser Gleichung genügt man: 
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Erstens, wenn man 



2x^y 



«•j3 



— 3Az = Ci 



setzt, und aus beiden Gleichungen p eliminirt, hiebei bedeuten C^ und C^ 
willkürliche Constante; 

Zweitens, wenn man 

setzt, und 

und aus beiden Gleichungen das p eliminirt. 

6. Beispiel. 
Es sei zu integriren die Gleichung 

woselbst m eine Constante bezeichnet 
In diesem Falle ist: 

demnach hat man: 

und 

P^2z^ip^ + j^ ==2(m« — z«) 

Die drei Hilfs- Differentialgleichungen lauten: 

(m' — z^ dx = pz^ dz 
(m* — z^) dy = qz^ dz 
(m« — z^) dp = — p« (1 +|>« + 5«) dz 

Die letzte Gleichung Iftsst sich vereinfachen, wenn man für q seinen 
Werth setzt, und geht dadurch über in: 

Durch Integration derselben erhält man: 

unter o, eine willkürliche Constante verstanden. 

Setzt man diesen Werth von p in die erste Hilfs - Gleichung , so er- 
hält man 

-, n.zdz 

dx = — -^ — 

hieraus folgt: 

05 = — Ol ]/^m' — z' -j- aj 

6* 
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Die zweite Hilfe -Gleichung geht, wenn man in derselben statt q seinen 
Werth setzt, über in 

(w* — z^ dy = z V^m' — z* — p^z^ dz 

and wenn man hierein fnr p seinen bereits gefundenen Werth setzte so er- 
hält man: 



dy = Vl-a\ 



zdz 



woraus durch Integration 

y = -YT^^.Vm^-z^ + a^ 
folgt. 

Die Integrale der Hilfs - Differentialgleichungen lauten demnach: 

fic = — Oj V^m* — 2' -f- flj 

y=- vr^ 1/ m« _ z« + «3 

Führt man nun in die Gleichung 

dz = pdx + -^^- — — -^ — .P ^ jy 
für p, X und j^ neue Variable a^i a^, c^ ein, so erhält man, da 
dx = , / — — l/m* — 2' da- + ^^ 

ist, 

d2 = -*-*^ 1 , ' — y mr — z^ da^ + ««ol + 

und dies führt reducirt auf 

Ol doj + V^l — «r d«b = 

Da nun aus den Integralen der drei Hil&- Differentialgleichungen 

pg 
«1 = — ~ 



1/m» - z^ 
a^ = X -^ pz 



«3 = » + V^^ — 2' — p'a^ 



folgt, so lässt sich die Gleichung 



de =pdx + -i— 1 S-^ dy 



auch so schreiben: 



1/Ä 
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oder noch kürzer 

pzd (x -^ pz) -f- V^wi* — a' — p*25' d (y + l/^w' — «• — p'«') = 
and dieser genügt man: 
Erstens, wenn man 

« + j>« = Cj 

setzt, unter (7, und C, willkürliche Gonstante verstanden. Eliminirt man aus 
beiden Gleichungen das p, so hat man ein Integral der vorgelegten partiellen 
Differentialgleichung ; 

Zweitens, wenn man 

X -\- pz = q> (y -\- V^m* — z^ — p'«*) 
femer 

pzfp'iy^ Ym^ — z^ — 'fz^) + V^a^^^^'^f^ = 

setzt und aus beiden Gleichungen das p eliminirt; hiebei bedeutet 

9 (y + V^^^ — z^—p^z^) eine willkürliche Function von y + l/m'— 2*— p"«^ 

Anmerkung. Einfacher gestaltet sich hier die zweite Auflösung, wenn 
man q in Rechnung einfuhrt. Es folgt nämlich aus der vorgelegten Gleichung: 

-z = ? 

Demnach erhält man auch das Integrale der vorgelegten Gleichung, wenn 
man aus den drei nachstehenden Gleichungen: 

x+pz:=fp(y + qz) 
P9 (y + ?«) + 3 = 



p und q eliminirt. 



7. Beispiel. 



Es sei 



mpq = xy 

unter m eine Gonstante verstanden; demnach ist 

\p = mpq — xy 
and man hat: 

dq> ^'P n dw dtp 

Tx=^-y^ Tz=^^ -dp = ^?' äT = ^P 
und sodann 

P=2xy 

Die Hilfs - Differentialgleichungen lauten nun : 

2xydxzsz mqdz 
2xydy ^s mpdz 
2xdp = dz 



L 
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Die erste vereinfacht sich, wenn man für q seinen Werth setzt, man 
erhält nämlich alsdann 

2pdx = dz 
Aus dieser und der dritten Gleichung folgt sodann 

Dieser Werth von x in die zweite und dritte Hilfs - Gleichung ein- 
geführt, gibt 

2a^ydy = mdz 
2 a^pdp = dz 
Durch Integration erhält man : 

' Oj y" = wi 2; + Og 

Aus den drei Hilfs - Differentialgleichungen gehen sonach hervor: 

a? = Ol j9 



a^y^ = mz '\' a 



3 



wofür man auch schreiben kann, wenn man a?, y und p als Functionen von 
z ansieht 

^' == «i (2 + «3) 

Oiy* = «12 4* «a 

und 

fit, = - 

o^ = — mz 

03 =pa5 — z 
Führt man nun in die Gleichung 

dz '=i pdx H ~ dy 

^ ' mp ^ 

für 05, y und p neue Variable «i, o^, Oj ein, indem man aus den Gleichungen 

2 xdx = aj (d25 + doj) + (2 + ^3) da^ 
2cL^ydy + y'da, = md« + cZo^ 

dx und dy bestimmt und einführt, so erhält man: 

^^~|/ ^^^T^'^f^i^^ + ^t^^ +2da, +03^64] + 

H — s 2^ L- y ««i + W02 + da,] 

oder reducirt: 

dz = — (oid» + ct^da^ + »^ai + «s^^i) + 



dz := pdx H " dy 
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und schliesslich 

was man aach folgendermassen schreiben kann: 

{a^m — Oj) döj + a^d (a^ + mo^) = 

Setzt man in diese Gleichung für o^ , o^ , a, ihre Werthe , so sieht man 
dass die Gleichung 

: pdx + ^ 

folgende Aufschreibung gestattet: 

^mpx - ^')d(l) + ~^{y^ — 2mz + mpx^ = 

« 

oder reducirt: 

(rnp^-y^d(^) + d[^-2mz-\-mpx)=0 

Man genügt dieser Gleichung: 
Erstens, wenn man 

2mz -\- mpx = C^ 

setzt, unter C^ und C^ willkürliche Gonstante verstanden. Durch Elimination 
von p gelangt man zu einem Integrale der Gleichung; 

Zweitens, wenn man 

-= g>y^ — 2mz+mpxj 
annimmt, und 

(mp«— /) <p' (^' — 2mz + mpx\ + 1 = 
setzt , und aus beiden Gleichungen das p eliminirt. 



P 



Anhang. 



Im verflossenen Jahre veröffentlichte ich ein Werk unter dem Titel: 
»Vorlesungen über lineare Differentialgleichungena. In dem Anhange zu diesem 
Werke habe ich gezeigt, wie der Hochschulprofessor Dr. Anton Winckler 
meine nStudien über die Integration Unearer Differentialgleichungen«, welche 
ich in den Jahren 1860 und 1861 publicirt hatte, geplündert, und die Re- 
sultate dieses 7)Geschäftes<< , ohne auch nur das geringste nennenswerthe Neue 
zuzuf&gen ^ in den Schriften der kais. Akademie der Wissenschaften in Wien 
mitgetheilt hat. 

Herr Anton Winckler versucht nun, diese von mir erhobene Anklage 
in einem eigens zu diesem Zwecke verfassten Pamphlet zu widerlegen. 

Auf ehrliche Weise lässt sich das nicht thun, Herr Winckler weiss 
sich aber Rath, er greift zur Unwahrheit, zur Verdächtigung, zur Verdrehung 
der Wahrheit, und auf diesem sauberen Wege glaubt er mich widerlegt 
zu haben. 

Ich werde mich nicht eingehend mit diesem neuesten Producte Winckle r's 
beschäftigen, denn das, was ich zu sagen hatte, habe ich bereits in dem An- 
hange zu meinen »Vorlesungen« gesagt. 

Bios einige Bemerkungen möchte ich mir zu machen erlauben. 

Was veranlasst denn Herrn Winckler stets auf mein Zerwürfniss mit 
Professor Petzval, eine Angelegenheit, die vor mehr als 20 Jahren spielte, 
hinzuweisen ? 

Herr Winckler weiss ja die Ursache dieses Zerwürfnisses. Ich strebte 
damals eine Professur für Mathematik an, Petzval stellte sich meinen Be- 
strebungen hemmend entgegen. Wir kamen hiedurch zu einem Gonflicte, der 
sich immer mehr und mehr steigerte. 

Herr Petzval hatte an meinen Arbeiten Ausstellungen, ich an den 
seinen. Ich sagte, dass die Methode zur Integration der Gleichung: 

(on + hnx) y(^) + (an-i + hn-i x) yC-») + . . + K + 6oaj) y = 

mittelst der Formel 






»I 
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von Laplace herrühre und nicht von ihm, ich sagte ferner, dass die Inte- 
gration der Gleichung 

in Form von unendlichen Seihen , in welchen , logarithmisohe Glieder vor- 
kommen, von mir zuerst gegeben worden sei, indem ich eine Methode, welche 
Eni er gegeben, erweiterte etc. 

Soll nun vielleicht dieses Zerwfirfniss Herrn Win ekler zum Ausplün- 
dern meiner Arbeiten berechtigen? Oder zu welchem Geschäfte will denn sonst 
Herr Win ekler dies ausbeuten? Vielleicht dazu, um seine unbedeutende 
Person neben den gewaltigen genial angelegten Petzval zu stellen? 

Was hat Herr Winckler dagegen, dass ich von dem berühmten 
Buler spreche? Ist vielleicht Euler nicht berühmt? Oder darf man Euler 
nicht als berühmten Mathematiker feiern^ bevor der »berühmte« Herr Dr. Anton 
Winckler geneigt ist, seine Erlaubniss dazu zu geben? 

Was hat Herr Winckler zu nergeln an dem umstände, dass ich in 
meinen Werken all' die Mathematiker, die in dem gleichen Gebiete gearbeitet, 
citirte? 

Ich will hier bemerken, dass in meinen 81 Seiten starken nStudien«^, 128 
Citate ; ferner in der ersten Fortsetzung meiner »Studien«, welche 101 Seiten 
stark ist, 80 Citate vorkonmien. ^abe ich irgend Jemanden , der in der 
gleichen Richtung arbeitete, zu nennen unterlassen? Was will also Herr 
Winckler mit seinen fortwährenden Andichtungen , dass ich auf nicht ehr- 
liche Weise aus anderen Werken entnommen habe ? 

Herr Winckler hält sich auf, wenn ich von gewissen Integralen, die 
innerhalb der Integrationsgrenzen durch cx> gehen, sage, dass sie keinen 
Sinn haben. Ich kann Herrn Winckler mittheilen, dass die gleiche Aus- 
druoksweise auch in Biemann vorkömmt, siehe dessen partielle Differential- 
gleichungen, herausgegeben vonHattendorfim Jahre 1869, Seite 17. 

Will der Hochschulprofessor, Herr Dr. Anton Winckler, auch gegen 
Riemann's Ausdrucks weise polemisiren? 

Herr Winckler sagt Seite 21 seines Pamphlets : »Spitzer spricht von 
sich selbst im plurale maestoso.^ Was kümmert das Herrn Winckler? 
In dem Tone, wie ich spreche, sprechen auch andere Gelehrte, z. B.: 

Herr Hofrath Dr. Oscar Schlömilch in seinen mathematischen Ab- 
handlungen, 1860, und zwar Seite 7, 122, 146 etc.; 

Ferner Herr Dr. Josef Petzval im ersten Bande seines Werkes : 

»Integration linearer Differentialgleichungen^ , und zwar Seite 33, 283, 

302 etc.; 

Jacobi, Vorlesungen über Dynamik, Seite 3, 90, 106 etc. 

Will Herr Winckler noch mehr Beispiele? 

Wie kömmt es, dass Herr Winckler, Seite 153 seiner im 67. Bande der 
Sitzungsberichte der kaiserl. Akademie der Wissenschaften publicirten Arbeit 
ein von mir zuerst aufgestelltes Integrale der linearen Differentialgleichung 

o^y" + «1 »' + K + K^) y = o 
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Herrn Petzval zuschreibt? Dieses selbe Integrale spendet Herr Winckler 
in seinem neuesten Pamphlet in einem Anfalle von Grossmuth nicht wieder 
Herrn Petzval, sondern Herrn Weiler, um aber Herrn Petzval zu ent- 
schädigen, schenkt er ihm eine Arbeit von Lobatto (siehe Seite 54 des 
Winckler' sehen Pamphlets) . 

Auch Herr Kummer wird von Winckler mit einer meiner Arbeiten 
beschenkt (siehe §. 87 meiner nVorlesungeu über DifiFerentialgleichungena), und 
in diesem Geiste arbeitet Herr Winckler fort und fort. 

Herr Winckler gab mir am 22. Jänner 1876 nachstehende Differential- 
gleichung zu integriren auf: 

12a?y" -h (7 — 12«) y' + 800 y = 

Diese einzige Aufgabe reicht hin, um die Geisteskraft Win ekler 's ge- 
hörig beurtheilen zu können. Was wurde man. von einem Volksschullehrer 
sagen, der das Multipliciren lehrt, und seinen Schülern Aufgaben gibt, in 
welchen eine 80ziffrige Zahl mit einer 90ziffrigen zu multipliciren ist? Würde 
man einen solchen Lehrer für zurechnungsfähig halten? 

Was würde man von einem Professor sagen, der die Auflösung höherer 
numerischer Gleichungen lehrt, und der seinen Hörern die Aufgabe stellt, eine 
numerische Gleichung des 75sten oder SOsten Grades aufzulösen? 

Oder wenn ein Professor als Aufgabe stellt, das Integrale 



/< 



cof^ X sin^ xdx 

zu ermitteln? 

Bei welchen Studien kam denn Herr Winckler zu der Gleichung 

12xy' + (7 — 12a?) y' + 800y = 

hat er vielleicht ein physikales Problem zu lösen versucht? Oder wie ist er 
denn sonst zu dieser Gleichung gelangt? 

Ich habe Herrn Winckler auf §. 13 meiner T^Studienu hingewiesen, 
Herr Winckler behauptet, dort nichts gefunden zu haben. Aber bin ich dafür 
verantwortlich, wenn Herrn Winckler's Geisteskräfte nicht hinreichen, um 
den §. 13 meiner T^Studienu zu verstehen? 

Herr Winckler zeigt in seinem im Jahre 1878 publicirten Pamphlete 
auf Seite 21 die Integrale, die er gefunden, von diesen sagt er, dass man 
durch Trennung des Seellen vom Imaginären im Ganzen sogar vier Lö- 
sungen erhält. 

Ich habe ihm nachgewiesen, dass seine daselbst angegebenen Integrale 
falsch sind, und dass die letzte Bemerkung reiner Unsinn ist. Es hat also 
hier Herr Winckler einen Bock geschossen. Was thut Herr Winckler? 
In seinem neuesten Pamphlet reitet er ngeschäftigu auf diesem Bock herum. 

Herr Winckler will mich auch belehren. Da möchte ich mir aber doch 
die Bemerkung erlauben, dass meiner unbescheidenen Meinung nach Herrn 
Winckler 's geistige Fähigkeiten dazu nicht ausreichend sind, und dass auch, 
abgesehen von dem, sein Wissen viel zu geringe ist. Herr Winckler möge 
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sich daher nicht nnnöthig bemflhen. Er kann ja seine kostbare Zeit zum Ver- 
fassen von Plagiaten viel besser verwerthen. Er suche, wie bisher, in meinen 
Stadien irgend ein Integrale einer Differentialgleichung, verwechsle die daselbst 
vorkommenden Buchstaben mit anderen, schreibe dann noch für x die Zahl 
A4- ^V^ — 1, so hat er gleich eine Entdeckung gemacht, die nirgends in 
meinen Studien zu finden ist, die auch gar keine lauge Zeit, keine schlaflosen 
Nächte kostet; Herr Winckler kann dann durch Trennung des Beeilen vom 
Imaginären stets sogar vier Lösungen erhalten, und mit diesen die glänzendsten 
Geschäfte machen. 

Was Herr Anton Winckler Seite 41 seines neuesten Pamphletes schreibt, 
ist auch nichts anderes als baarer Nonsens. 

Herr Anton Winckler behauptet, dass das Integrale 








keinen Sinn habe, aber einen Sinn erhält, wenn man v = u ]/^ — 1 setzt, 
denn dann erhält man: 

du 



^ '- Jl + u' 



u 



Nun ist aber 



nV—i . 



and 



u 

Die Gleichheit der beiden Integrale ergibt sich auf nachstehende Weise : 
Es ist: 

log {p ± jl/":ri) ^^log (p«+ j«) zb iZ-^n aretang ^ 



hieraus folgt: 



jp — qy — 1 P 



and setzt man hierein: 
so erhält man: 



log — ~ ^Y/ - = 2 V" — 1 orc tcmg n 

Diese Gleichung findet fttr jeden Werth von n , also auch für n = oo 
statt, hieraus folgt die Gleichheit der beiden von Prof. Winckler hinge- 
stellten Integrale. 
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Ich komme nun zum Schlüsse, und wiederhole die Worte , die ich schon 
einmal, und zwar Seite 179 meiner »Vorlesungen über Integration linearer 
Differentialgleichungen^ fallen liess: 

nDie Ankls^e, welche ich gegen den Hochschulprofessor Dr. Antoa 
Winckler erhoben^ halte ich vollständig aufrecht. HerrDr. Winckler 
hat in seinen erwähnten Arbeiten die Resultate meiner nStudien« , die ich in 
den Jahren 1860 und 1861 publicirte, in einer etwas abgeänderten aber miss- 
glückten Form in den Druckschriften der kaiserl. Akademie der Wissenschaften 
wiedergegeben, ohne denselben auch nur das geringste nennenswerthe Neue 
zuzufügen. Nachdem ich mein Prioritätsrecht wahrte, suchte Herr Dr. Winckler 
durch VerläumduDgen und Verdrehungen den Werth meiner Arbeiten herab- 
zusetzen, und als ich ihn des Plagiats beinzichtigte, wendete er einen alten 
Kunstgriff an, drehte den Spiess um, und stellte mich als Plagiator hin. Ob 
ihm sein Kniff gelungen, wird die Folge lehren. Fünf Jahre ist die erste 
Arbeit des Herrn Dr. Winckler alt, in allen Welttheilen sind die Druck- 
schriften der kaiserl. Akademie verbreitet, und noch hat kein Qelehrter von 
der Arbeit des Herrn Dr. Winckler Notiz genommen, denn sie verdient 
auch in der That nicht die geringste Beachtung. 

Ich habe in meinem an die kaiserl. Akademie der Wissenschaften unterm 
9. December 1875 gerichteten Schreiben gebeten, dass dieselbe das Qeeignete 
zur Constatirung meiner Angaben veranlasse, denn ich glaubte, dass die 
kaiserl. Akademie der Wissenschaften geistiges Eigenthum schütze. Ich habe 
mich hierin leider geirrt. 

So wende ich mich denn an meine Fachgenossen, und namentlich an 
jene der österreichischen Hochschulen, ihrem ürtheile sehe ich mit Buhe ent- 
gegen, denn die wahren Männer der Wissenschaft haben nicht nur einen regen 
Sinn für Becht und Gerechtigkeit, sondern sie sind es, welche den Begriff des 
geistigen Eigenthums auf das Entschiedenste und Energischeste zu wahren 
wissen, und selbständige Forschung von dem Plagiat scharf zu sondern 
verstehen. 

Ihrem ürtheile vertraue ich meine Sache getrost an, und ich wünsche 
nichts sehnlicher, als dass Herr Prof. Dr. Anton Winckler zur Herstellung 
seiner Ehre baldigst das Urtheil der Fachgenossen über diesen Gegenstand 
provociren mOgeu. 

Was antwortet Herr Winckler hierauf? Er unterwirft sich keinem von 
mir eingesetzten »Comit^c^. 

Mit solchen Verdrehungen hilft sich Herr Winckler. Schimpfen, Ver- 
leumden, seinen Gegner mit Koth bewerfen, ist seine Kampfesweise. In 
eigener Sache den Bichter spielen ist freilich bequemer und sicherer, als sich 
dem ürtheile der Fachgenossen unterwerfen. 

Spitzer. 
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o t e ZI. 

Im verflossenen Jahre (1878) pnblicirte ich ein Werk anter dem Titel: »Vorlesungen 
über lineare Differentialgleichungen«. Seite 8 dieses Werkes habe ich die bekannte, Ton 
Euler herrfihrende Formel: 

fU-i (1- 11)6-1 (iu=£MJ[:(^v 



auf sehr schöne Weise abgeleitet. Vor Kurzem las ich Navier's Lehrbuch der Diffe- 
rential- und Integral -Rechnung mit Zusätzen von LiouTilley ins Deutsche übersetzt Yon 
Theodor Wittstein (1854) und fand im zweiten Band, Seite 321, dieselbe Ableitung yon 
LiouYille gegeben. 



Vor zwei Jahren publicirte ich inGrunert's Archiv für Mathematik und Physik 
eine Abhandlung über den Kdrperinhalt jenes Korpers der begrenzt ist von der Fläche: 



(f)'-+ (1)'"+ (r= 



Vor Kurzem sah ich, dass Schlomilch schon im Jahre 1848 in seinen analytischen 
Studien, Seite 109, sich die gleiche Aufgabe stellte und loste. 



In der zweiten Fortsetzimg meiner Studien über die Integration linearer Differential- 
gleichungen stellte ich mir die Aufgabe, diejenige lineare Differentialgleichung zu suchen, 
deren particuläre Integrale die Quadrate sind, von den particulären Integralen der linearen 
Differentialgleichung 

Liouville stellte sich im Journal de matbematiques, 1839, das allgemeinere Problem 
aus den beiden Gleichungen 

^' = Py. u = yn 

das y zu eliminiren. 
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